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ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ НАУКИ 


УДК 535.4 ООТ: 10.12737/3499 





Явные выражения давления в акустических волнах, многократно отражённых 
от поверхностей отражателей канонической формы” 


Н. В. Боев, А. В. Колосова, Н. Ф. Тодоров 


В рамках геометрической теории дифракции получены явные выражения давления в волнах, переотражён- 
ных произвольное конечное число М раз от кругового контура, граничных поверхностей цилиндрического и 
сферического отражателей. Выражения давления в точке приёма для отражателей канонической формы 
получены на основе решения двумерной и пространственной задач об определении давления в акустической 
волне, переотражённой от скопления препятствий в случае высоких частот колебаний. Задача в общей по- 
становке исследована с помощью модификации физической теории дифракции Кирхгофа. В рамках предло- 
женной модификации получены дифракционные интегралы, главные члены асимптотических разложений 
которых исследованы методом многомерной стационарной фазы. Полученные аналитические выражения 
давления в переотражённой волне соответствуют геометрической теории дифракции. Во всех трёх случаях 
эти выражения связаны с вычислением определителя порядка М№ (для двумерной задачи) и определителей 
порядка 2М (для пространственных отражателей). Проведён аналитический и численный анализ полученных 
выражений с учётом зависимости от расстояний между источником, приёмником волны и поверхностью от- 
ражателей. Установлены точки фокусировки акустической волны. Обсуждается проблема замены неплоских 
отражателей плоскими в прикладных задачах акустики. 

Ключевые слова: акустические волны, многократное отражение волн, отражатели канонической формы. 


Введение. В архитектурной акустике помещений используются цилиндрические и сферические 
отражатели (например, своды зданий и помещений). Вогнутые части таких отражателей допуска- 
ют многократное рассеяние звуковых волн. Как правило, при численных расчётах неплоские гра- 
ничные поверхности отражателей заменяются набором плоских граней вписанных или описанных 
многогранников, что, конечно, искажает истинное звуковое поле. Особенно это заметно при мно- 
гократных отражениях волн. В настоящее время работ, посвящённых этой проблеме, сравнитель- 
но мало. В [1] рассмотрено двукратное отражение волн от двух круговых цилиндров (в рамках 
двумерной задачи), а в [2, 3] — от сферических отражателей (пространственная задача). 

Поэтому исследование многократного рассеяния высокочастотных волн на поверхностях 
пространственных отражателей и их скоплений имеет как теоретическое, так и практическое зна- 
чение в прикладной акустике. В [4, 5, 6] разработан общий подход к исследованию проблемы 
многократных отражений высокочастотных волн в рамках геометрической теории дифракции 
(ГТД) на основе дифракционных интегралов физической теории дифракции Кирхгофа. В данной 
работе общая теория применяется для отражателей цилиндрической и сферической формы. 
Постановка задачи. Рассмотрим вписанный в окружность правильный 2/№угольник в бесконеч- 
ной акустической среде. Пусть из точки х, , находящейся на продолжении одной из сторон дан- 
ного 2 /№угольника, от точечного источника давления падает высокочастотная монохроматическая 


акустическая волна (зависимость по времени е^, и — частота колебаний). Она падает на во- 
гнутую часть граничного контура акустически твёрдого отражателя в виде полуокружности по 
прямой, на которой находится выделенная сторона многоугольника (рис. 1, 2). На полуокружно- 





* Работа выполнена при поддержке внутреннего гранта ЮФУ, номер проекта 21301-24/2013-76. 
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сти находятся М вершин многоугольника у’, у»,..., Ух, которые в ГТД являются точками зер- 
кального отражения волны. При такой траектории многократно отражённого луча луч, приходя- 
щий в точку приёма х„., из последней точки зеркального отражения у», будет параллелен ис- 


ходному падающему лучу. При этом будем рассматривать случай, когда расстояние [; от источ- 
ника х, до первой точки зеркального отражения у’ и расстояние [, от точки у’ до приёмника 
х„.: Равны между собой (рис. 1, 2). 


Хо Хм+1 


(Г \ 





























Рис. 1. №кратное отражение высокочастотной акустической волны от граничного контура твёрдого препятствия в виде 
вогнутого полуцилиндра 


После отделения временного множителя в волновом уравнении задача сводится к иссле- 
дованию амплитуды давления рассеянного поля. При этом точечный ИСТОЧНИК, находящийся В 
точке х, ‚ порождает в точке у пространства давление 


р" (у) — | > У ехр (% [х. — у), 


—1/2 


и в двумерном случае: р” (у) =|х. -У| ехр (к |, - у), 


где К =&/с — волновое число и с — скорость акустической волны. 

Анализ проблемы проводится в рамках плоской задачи многократного переотражения 
волны от вогнутой части полуокружности радиуса К и пространственной задачи при той же плос- 
кой траектории луча в сечении, перпендикулярном образующей кругового цилиндра (рис. 1) и в 
диаметральном сечении сферического отражателя (рис. 2). 
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Цель исследования — выписать явные аналитические выражения амплитуды давления в 
точке приёма волны. Во всех трёх случаях эти выражения связаны с вычислением определителя 
порядка / (двумерная задача) и определителей порядка 2 (пространственная). 


Хо ХМ+1 


| \ | 




















Рис. 2. №кратное отражение высокочастотной акустической волны от граничного контура твёрдого препятствия в виде 
вогнутой полусферы 


Метод решения. В самой общей постановке двумерная и пространственная задачи об определе- 
нии давления в акустической волне, переотражённой от скопления препятствий, в случае высо- 
ких частот исследованы в [4, 5, 6]. В этих работах на основе модификации физической теории 
дифракции Кирхгофа [7] получены дифракционные интегралы, главные члены асимптотических 
разложений которых исследованы методом многомерной стационарной фазы [8]. Полученные 
аналитические выражения давления в переотражённой волне соответствуют ГТД. 

Выпишем аналитические выражения для давления в точке приёма. Двумерная задача [4]: 


ео +4 (6 м] | 





Р(Хы.1) - Г (1) 
Пы |де (2 ) 
п=0 
Здесь 2„ =(аи), п, т = 1, № — симметричная матрица Гессе со следующими элементами: 
ад=Е + Е или ил =, Аи =0, п#т, пят+1 пат-1, д, =99п р), 
р, со5\* ' 


и р, — радиус кривизны контура в точке у’ контура. 
Трёхмерная задача [5, 6]: 


оф!) 7 + (бы -2№ ]] 


п=0 


ПА еее) 


п=0 





М 
Р(Хн-1) = [0$ у Е 6) 


‚п = М 1,1, = У Хуа 








* * 
У» — Ул-л 





д 





в =|ю- У; 
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Здесь б,, =$9пр,, — разность между числом положительных и отрицательных собственных 
значений матрицы Гессе 2,, = (аш), п, т = 1, 2М , которая является симметричной со следующи- 


ми ненулевыми элементами Чт, п<т. 
Диагональные элементы: 


дате, о-тя 


Чт = [Е ы (1 = (“, Г } = 2” ( т. к, п= 1, М. 
Внедиагональные элементы: 
И =-(2. +11) (4°, а =1, М, 


О бе 

= о. — у пм 1 
Чата = (4%, 1) (Чт а) (> Л), п=ЬМ-Ъ 
Чата = (60, 7, (бб, а) (ыы Л, п=ЬМ-Е 


Здесь к”), к") (п =1, №) — главные кривизны поверхностей, а Г, и К, — орты локальной Де- 


п=1.М-1, 


Ч 2п+2 


картовой системы координат, определяемой касательными к главным линиям кривизны и норма- 
лями к поверхностям дефектов в точках зеркального отражения у’, п=1, М. Координаты ортов 


заданы в некоторой глобальной Декартовой системе координат, 4° = {| с05 а, - со5В*, — с0$ у, } — 


направление падения волны в точке у”, а у’ — угол между направлением падения волны и нор- 
малью к поверхности в точке у’. 
Отражатели канонической формы. При рассматриваемой траектории плоского луча его па- 
раметры определяются соотношениями вписанного в окружность 2 №угольника: 

р а 1 о 


— ‚ П=ЬМ, 
у 2мМ. 


у, =У", с=005у", Ц = =Ас+х, хе(-Кс,+ю), ЕЁ, =28с, п=1 М-1. 











В дальнейшем будем исследовать величину давления в переотражённой волне в точке х„.,. В 
случае двумерной задачи из общей формулы (1) в. что 
_1 
Ро ) = [вс +х)(Кс) ? _) (веер) окр) | 2 (3) 
аее р) = (25) " дер’, (4) 
где О» = (@,пате 1, М — матрица ленточной структуры со следующими ненулевыми элемен- 
тами: 
аа =-(1+32)(1+2)', 2 ==, 2е(-1,+40), („=-2, п=2, М-1; 
С 


а а 11 пП=ЕГМ-1. 








п, п+1 п+1, п 


Разложением по элементам первой и последней строк вычисление определителя в. СВОДИТСЯ К 


вычислению определителей Л, ленточной структуры порядка М-2 и М-3. Определитель А, 
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=А =1, /=1, 7-1 и вычислен 





порядка л имеет ненулевые элементы Д, =-2, /=1,п, Д, ‚., =Д,.,, 


методом математической индукции: Л, = (-1)" (п+1). 


Для определителя ре) в (3) и давления (4) получаем явные выражения: 


М 
ве 049 4 [- = 21+ №)(4+ 2)*, (5) 
1 
УВс [р (Хи = |22 (1+ №] *. (6) 








В случае пространственной задачи основу расчётов составляет выражение (2). Первым рассмот- 
рим цилиндрический отражатель (рис. 1). В этом случае 





|Ры (Хнни) у | (7) 


— симметричная, имеет ленточную структуру со следующими ненулевы- 


= (кс +х} (кс)" "). (веер. о 





(ши) 


где матрица Гессе 2», 


ми элементами: 
4. = Ча эм; а, = мон; 


@. 2п-1! Чань п=2, М-1; (8) 
бы Эти! Ч, 2п+2' П =1,№М-1. 


(шит) 


Определитель матрицы 2›„”’ такой структуры равен произведению двух определителей [9], каж- 


дый из которых порядка № 
аее р”) = (2кс)"" аеё р“ дек. (9) 


Причём матрица р) совпадает с матрицей Гессе Гр двумерной задачи (4), а матрица 
224) = (47), п, т=1, М в (9) является ленточной со следующими элементами: 


3+2 




















асе = т а, =2, п=2,М-1, 
бы О 1, п 1, М 1. 
Значение определителя 2“) получено методом математической индукции: 2“ = о: 
1+2 
Давление |р.„, (х„. | преобразуем: 
1 —1 
Ра) -[ же [2 (1+ №)(2 м} : (10) 


Для сферического отражателя (рис. 2) давление в переотражённой волне определяется выра- 
жением: 


т, (11) 


имеет такую же структуру, как и в случае цилиндрического отра- 











| = (с +х) (Вс)" ра (Чеер.и” 


в котором матрица Гессе 2“? 


жателя (8). Причём в определителе 
аее р“? = (25с) "" аеё р) дек р) (12) 
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матрица 2“) совпадает также с 02°, а матрица 27“) = (а„) существенно отличается диаго- 


нальными элементами от матрицы 224) : 


Ч, Чи = 26052", а =-2с05$2у", п=2, М-1, 


пп 


а а 11 ПЕГМ-1. 








п, п+1 


Раскладывая определитель 4е{ в (12) по первой и последней строкам, получаем: 


де 00“) = СА, -2бА,.+А,, (13) 


п+1, п 


где с т -26052у', Л, = (-1)' аеёр,, п=М-2,М-3,М-4. 
+ 


Матрица 2, = (9, ), , 1 =1,П — симметричная с элементами: 





Еее: о ТРЕЕ 


В Ь/ 


4, =260$2у", /=1п, а 
Следуя [9], деЁД, = (т (п +1) у)/5пу. 
С учётом этого выражение (13) приводится к виду: 
чер) = (1)? (п2у") [62 9п2 (М -1)у" +26 яп2 (М -2)у" +912 (М-3)у"]. — (14) 





Аналитически доказано, что выражение (14) преобразуется к виду: ЧЕ р) = те 
1+2 
Определитель матрицы Гессе (12) для полусферы имеет вид: 
№-1 
—1 
дер@ 16 С) РЕ. 
(2®с) (1+2) 
а давление (11) в точке приёма: 
1 
Ра» (Хна)] = (28с)" 2? (1+№)|?. (15) 





Остановимся на анализе проблемы замены неплоских отражателей плоскими при многократных 
отражениях акустической волны. На примере рассматриваемых задач и полученных явных анали- 
тических выражений (6), (10), (15) проведём сравнительный анализ амплитуды давления в мно- 
гократно отражённой акустической волне от граничных поверхностей неплоских отражателей и 
от плоских отражателей. Исследуем проблему для системы плоских отражателей, которые распо- 
лагаются в касательных плоскостях к поверхностям отражателей в точках зеркального отражения 
У, У;,....Уу. При такой благоприятной замене неплоских отражателей плоскими не меняется 


траектория луча, и изучается влияние на амплитуду переотражённого сигнала только степени 
искривленности граничной поверхности. Вместе с тем при замене поверхности отражателя плос- 
кими гранями многогранника в общем случае искажаются и траектории лучей. Если траектория 
луча не изменяется, то в общем случае двумерной (1) и пространственной (2) задач предельным 
переходом (при стремлении кривизны контура или главных кривизн поверхности к нулю) в опре- 
делителе матриц Гессе [4, 5] доказано следующее. При любой траектории луча в виде ломаной 
(плоской или пространственной) линии амплитуда переотражённой /! раз волны от системы плос- 
ких отражателей определяется выражениями: 


Е. 
* в двумерной задаче р (х„..)= [5 ь | : 
п=0 
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м —1 
* в пространственной задаче р., (х„.,)= [5 ь 
п=0 


Для рассматриваемых отражателей: 





1 
в двумерной задаче Ус р. (хи. = (2(М+2)}?, (16) 
в пространственной Вс|р„ (хи. = (2(М№ + 2))°. (17) 





Анализ указанной проблемы сводится к сравнительному анализу выражений (6) и (16) в 
двумерной задаче и выражений (10), (15) и (17) в пространственной задаче. 
Вначале проведём анализ двумерной задачи. Для этого необходимо полное исследование 


функции | (2) = |2 (1+ №) 





‚ 2&|-1,+%), находящейся в знаменателе выражения (6), для дав- 


ления в переотражённой волне. 
На основе полного исследования |" (2) устанавливается поведение функции 


Увс 


=[-М№-*, — (2№)") (0, +); в точке 2=-(2№)" имеет минимум: Вс 
' ( ) ' ' у 


1 
’ 


Ры (Хн«) Она возрастает на множестве 2 < (1, - №") (- (2м) 0}; убывает на множестве 


Рор (Хоа Л} — У2м; 








прямые 2 =-М№М" и 2 =0 являются вертикальными асимптотами. 

Это означает, что при расположении источника в точках 2 =-М№М"' и 2 =0 граничный кон- 
Тур отражателя допускает фокусировку акустической волны в точке приёма. 

Для пространственных отражателей цилиндрической и сферической формы (см. рис. 1, 2) 


исследование модуля давлений с|р.„, (х„„)] и Кс 





р а ) осуществляется по той же схеме. 


Поведение этих величин качественно такое же, что и в двумерной задаче (рис. 3). Интервалы из- 
менения переменной 2 — те же (рис. 4). Отличие состоит лишь в абсциссах минимумов давлений 
и их величин. 


2 
При 2=-— 
р ЗМ 


_ 353 д, 


тт 4 


Кс 








Ре [вы 


УМ№* — №? +1- М? —1 


ЗМ 





При 2 = 


—>1 


ти 





(2 >-(2м) Вс | а) 


Мо 
Графики функций величины Ус [р (хил )] в двумерной задаче и Кс|р(х,.,) в трёхмерной зада- 


че для шестикратно переотражённой волны приведены соответственно на рис. 3 и 4. 

На рис. 3 и 4 кривые 1 и 3 соответствуют переотражениям волны от системы плоских от- 
ражателей, а кривые 2, 4 и 5 — переотражениям волны соответственно от криволинейного конту- 
ра, цилиндрического и сферического отражателей. Для №кратно отражённой волны во множе- 


стве 7 е [-1, -№*)9(-№*,0)0 (0,1) давление в отражённых волнах от неплоских отражателей 


больше, чем от системы плоских отражателей, а при 2 е (Е +) меньше. При расположении ис- 
точника волны в точке 2 -=1 (х =Ас) давления в отражённых волнах одинаковые. Заметим, что 
в интервале (-№", 0) при № -—> ® в точках минимума давления имеют по Л следующие порядки: 


-0(1); Е Е } 











=0(\2м); Ас 








Кс | м Ро а Ре» (1) 


ти тт т 
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Т Т Т Т 
2 
1 
0 НОА ОИ Я ИО КВ ИЕ Е ИРИ А ЕР ОИ И У ЗОНУ ЕН = 
А 
Ио 2 
ОЕ 
| м зн) | | | | 
—0,4 —0,2 0 0,2 0,4 0,6 0,8 


Рис. 3. Влияние удалённости источника и приёмника волны (горизонтальная ось) 2 = х/Вс, с = с05$75° на амплитуду 


давления (вертикальная ось) в акустической волне, шестикратно отражённой от полуокружности /Вс 





Р„» (х,) (кривая 2) 


и системы плоских отражателей \/Вс 





р. (х,]| (кривая 1) 
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Рис. 4. Влияние удалённости источника и приёмника волны (горизонтальная ось) 2 = х/Вс, с = с0$75° на амплитуду 











давления (вертикальная ось) в акустической волне, шестикратно отражённой от системы плоских отражателей 
2кс|р,, (х,}| (кривая 3), полуцилиндра 2Кс|р.„, (х,)| (кривая 4) и от полусферы 28с р, (х,}]| (кривая 5) 
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Заключение. В работе в рамках ГТД получены явные выражения давления в многократно пе- 
реотражённой акустической волне от вогнутой части кругового контура (6) граничных поверхно- 
стей цилиндрического (10) и сферического (15) отражателей. Проведён качественный и количе- 
ственный анализ полученных выражений в зависимости от расстояний источника и приёмника 
волны от поверхностей отражателей. На примере многократного отражения высокочастотной аку- 
стической волны от поверхностей отражателей канонической формы обсуждена практически 
важная проблема замены неплоских отражателей плоскими в прикладных задачах акустики. 

Заметим, что приложение идей, родственных рассмотренным в данной работе, к распо- 
знаванию образа дефектов в упругих средах представлено в работах [10, 11]. 
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УДК 517.982.274+517.983.22 ООТ: 10.12737/3500 


О представлении линейных операторов, коммутирующих 
с дифференцированием, в односвязной области” 


А. В. Братищев 


Пусть Н (с ) есть пространство аналитических функций одной переменной в односвязной области С ком- 


плексной плоскости. Известно, что линейный оператор комплексной свёртки порождается аналитической 
функцией одной переменной, вообще говоря, многозначной. Решается известная задача, когда все такие 
функции будут однозначными. Оказалось, что решение связано с геометрией области С. Назовём вычетом 


области С множество $ (с ) СО СВОЙСТВОМ 5(б ) +С сб. Описан класс односвязных областей, вычет кото- 


рых есть связное множество. Пусть линейный оператор непрерывен в пространстве функций, аналитических 
в односвязной области С, и коммутирует с дифференцированием. Тогда он представим в виде оператора 
комплексной свёртки. В работе доказано, что для областей со связным вычетом порождающая такой опера- 
тор функция всегда будет однозначной. Если вычет области С не связный, то всегда существует оператор 
комплексной свёртки, у которого порождающая ядро функция будет многозначной. 

Ключевые слова: вычет области, оператор, коммутирующий с оператором дифференцирования, ядро опе- 
ратора. 


Введение. Рассматриваемые в статье задачи входят в направление исследований, представлен- 
ное работами [1-7]. Пусть © — односвязная область в комплексной плоскости С, и последова- 


тельность ограниченных расширяющихся областей {С, } Т С с кусочно-гладкой границей исчер- 
пывает сб. Н(б) — пространство Фреше аналитических в с функций с топологией равномерной 


сходимости на компактах. С(С) — пространство непрерывных в Н(б) линейных операторов. 
Обозначим через в(6,) банахово пространство аналитических в С, и непрерывных на С, 


функций с нормой |и (2) 








‚= тах и (2). Тогда Ул 3М№:=М№(п) оператор [1 = С (6) расширяется 


п 2ебп 
до непрерывного оператора /,:В (6) >В (6,). 

Обозначим К, (Ё,2):= В [= [еС,, СЕС,, 2еС,. Эта функция голоморфна 
на односвязной области Сб/хС, < С*, и связана с линейным оператором [ формулой 


(а) = | У (Е.К, (Е,2)4&, 2еб, [2]. Локально аналитическая на б’хбс функция 


Гбу+1 


К(Е,2), совпадающая с К,(Ё,2) на соответствующей области С, хС,, называется ядром опе- 


ратора [. 
Обозначим через д, (6) подпространство в С (С) операторов, коммутирующих с опера- 
цией — дифференцирования: 5-1. Назовём вычетом области С множество 


5(6):={2еС: 2+б сб}. Для вычета справедливо тождество (б’ -6) =5(С) [6]. 


* Работа выполнена в рамках инициативной НИР. 
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ТЕОРЕМА. Пусть С есть односвязная область. Функция К, а 2) еС аналитически продолжа- 


ется до локально аналитической функции А(Ё) на б'-б = (5 (6) и К(Ё,2) =А(Ё-2). При этом 
в случае несвязного 5(С) всегда найдётся оператор [с {, (6), для которого функция А(Ё) 


многозначная, а в случае связного 5 (С) *{0} функция А(Ё) всегда однозначная. 


Вспомогательные утверждения. В следующей лемме доказаны необходимые свойства вычета 
области и получено аналитическое описание класса односвязных областей, вычет которых со- 
держит луч. 

ЛЕММА. 1) Для односвязной области © множество $ (С) {©} замкнуто. 


2) Если нуль есть предельная точка $(6), то 5(С) содержит некоторый луч 
лы ‚= {г ехр {/Ф.}: > 0}. 

3) Произвольная односвязная область С с /., =$5(С) задаётся полунепрерывной сверху 
на (—,-+ю) функцией К(х) со связной областью определения {х: к (х) <®} по формуле 
[© = [2 = ге® : к (гят(Ф -Ф)) < г с0$ (Ф. -$). 


Доказательство. Покажем замкнутость 5(б)Ц{®}. Пусть 2 — предельная точка $(б): 





= $ (6) т 2, = 2, . Фиксируем произвольную точку 2’=С и покажем, что 2, +2'еС (то- 
гда 2, +6 < С ‚ и значит 2 е5(б)). УЕ>0 2(2',=)=б > УК>К(Е=) 2, +0(2',Е)сб. 
Выберем К таким, что 
Е Е Е ‚ Е р 
о 


что и требовалось доказать. 
Докажем утверждение 2). В силу условия существует — последовательность 


{2 =, ер{, }} 0, {2,}<5(6). Считая ф, е[0,2п), выберем сходящуюся подпоследова- 
тельность. Без потери общности считаем | Ф, =Ф.. [ Фиксируем на луче 


т = { ехр {/ф, } г Г> 0} произвольную точку г, ехр {Фо} =: 2, +0 и покажем, что она будет пре- 


со 


дельной для множества точек вида {/.2,} = 5 (С) (а значит принадлежит 5(С)). С этой 


К, 751 


целью для произвольного фиксированного = > 0 выберем такой номер К, чтобы 
._| 3 
|Ф. —Ф» | < агст 3 и |2, |<. 
27, 


Тогда луч /„ = {* ехр {/ф‚}: г> 0} пересекает = -окрестность (2, =) по хорде длины >=. По- 
этому на этой хорде лежит хотя бы одна точка вида /.2,, и значит /-2, е2(2%, =). 
Утверждение 3) докажем сначала для случая /„› < $ (С). с пересекается с вертикальной 


прямой либо по пустому множеству, либо по интервалу (возможно совпадающему с этой прямой). 
В первом случае положим К(х):=+ю, а во втором К(х):=тМ у: х+У еб}. Если 


—ю<К(х) < +0, то точка х +К(х)/ еГ(б). По определению имеем б = {2 =х+у: К(х) < у}. 
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Пусть — < К (ху) < © . В силу открытости © 


УЕ>0 36>0, б<е, С (жь + (К (ж)+=)/,б)= 6 > 





= Ух в (х, 5, ж+5) 32 =х+у!еР(жь + (К (хо) +=)/,5)=> К (х)<у <К(ж)+2= 
Последнее означает полунепрерывность сверху А (х) в точке х, . По той же схеме рассматрива- 


ется случай К (хо) = —<0 . Связность области определения К (х) следует из связности области С. 


Обратно, пусть дана полунепрерывная сверху и со связной областью определения функ- 
ция К(х). Положим © = {2 =х+у: К(х) < у} ‚ Из определения следует, что /„ <5(б). 


Покажем, что С есть односвязная область. Фиксируем 2 =х,+У/ебС, откуда 
ЗЕ, >0 у,>К (хо) +Ео. Покажем сначала, что 35>0 2(2.,6)< Сб, то есть множество открыто. 


Считаем для  определённости К (хо) <. По — определению  полунепрерывности 





УЕ>0 36>0 Ух=(х-б, х, +9) К(х)<К(х)+=. Полагая &+б <=, , имеем 
У2=х+УеО(2,,6) У>У-б>К(х)+=& -б>К(х)-Е+& -б>К(х), ТО есть 2=С. 

Покажем связность ©’. Для любых 2, =х, +У,/, 2, =х, +У/ еб, х, <х,, К(х) ограни- 
чена сверху на Ре] [8]. Поэтому в С существует ломаная, соединяющая эти точки. 


Заметим, что луч /„, = {* ехр {/Ф.}: г> 0} = Го, ох. ехр {Ф.}) =$ (С) тогда и только тогда, 


з [п ‚ 
когда вертикальный луч /„, <С, := б ехр | [1- «| Поэтому проведённое доказательство рас- 


пространяется на случай произвольного луча /„ <5(С). В этом случае 
ве! [1-6 |6, =[2=х+и: К(х)<у} > 
=б= [ = 2еф | [Ф =" К (х) < у = { = ге?! . К (яп (Ф. -Ф)) <г 0$ (Фу -$)] 


Лемма доказана. 
Доказательство теоремы. Выберем по точке в двух компонентах связности вычета 5(С): 


2+0 2+0 

НеК,, С. ЕК,, и образуем линейный оператор [1у](2):= Гу’ = | у (и)а\, 2 Еб, В 
20 20 

Н(С). Он принадлежит 2, (С). 

По определению ядра 


и) Герд Г рии 


20 





Отсюда А(5) [2 Эта функция многозначна на б’хб = (5(6)} , так как при обходе пе- 
о? 


ременной © одной из компонент К, или К, она приобретает слагаемое 2п/. 
Пусть теперь вычет 5(С) связный и = {0}. По предыдущей лемме 5 (С) содержит луч. 
Без потери общности считаем, что /„„ < С , то есть область С содержит вместе с каждой точкой 


вертикальный луч с началом в этой точке. 
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Определим теперь функцию А(). При достаточно малом = ряд 
р © © (2 [ой 20 ) 1 РЕ 
(Е), вт абсолютно сходится при |2 -2,|< =, #-&|> =, И ПОТОМу В нём мож- 
1-0 7—0 -2 


но произвольно менять порядок суммирования. 
Вычислим коэффициенты этого ряда, используя инвариантность оператора / относитель- 
но сдвига аргумента на пространстве многочленов [8]: 


[ш' (а) = |Е(ёча) |(0), ав С, п20, 


а. = = -[ан(- 26) (Е, 2) в те - = (Е 2)! (2) = 








7 2/2 (2=2,) 2 2п/ (2-2) 
Теа) | = е-)] в) 

Л 0, >], 
ежу - 0, И: 


Тогда имеем 


К(Е,2) = у ха, (2 аа» . | - т [48 ](0)(2-2) = 


250 (Е — 2 70 Ее ИЛ! 


о. А 0е-) " 


28 (#-2)“ 10 / 1(7 —/): 














1 
при |2 -2%| < Е, Е >. 


Так как [4] (0) < тах 


2ебп 





[4-25 |(2) 





< С, тах | -2.| < С„рн, где ру — диаметр множе- 
ебу 





ства бС,„, то сумма ряда А(_):=У аналитическая в | >р„. Поэтому 


о с“ 





к(Е,2)=У -=А(Ё-2), где 2еб,, Ё ебу, > рн +К,, К, =34р]2|: 2еб,}. 


Докажем теперь, что функция А(5) аналитически продолжается до локально голоморф- 


ной на 6'-6 =(5(6)), то есть УЦ еб'-б, цех и любых точек Е,Ь еС’, 2,2. ЕС со 
свойством ()=&-2, =Ё-2, следует К(Ё,2,)=К(Ь,2,). Множество (б’-2,)П(б'-2,) связ- 


ное, так как составлено из отрезков, параллельных МНИМОЙ ОСИ И содержащих бесконечно уда- 
лённую точку. Поэтому оно содержится в связной компоненте открытого множества 


(6, -2,)П(6, -2,). А(5) продолжается в области 6, —2,, бу - 2, соответственно по формулам 
А(б):=К((+2,,2,), А(С)=К((+2,,2,). По теореме единственности функция А(5) однозначна 
на этой компоненте: 
А(5)=К(С+2,,2,), Аб) =К((+2,,2,). 
18 
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В частности 
А(%)=К (6+2, 2,)=К(&,2,), А) =К (0 +2,,2,)=К(Ь,2,). 


0 


Таким образом, 3& >0 А(5) голоморфна в (б" -в) 92 ы) 


В заключение заметим, что последовательность {№ (п)} можно подобать так, чтобы 





Уп ЭМ ;-6, = (6'-6) 26, 
0 
Сначала выберем ==(0,=) так, чтобы б’-б, +2 (0, =) =б-б. Затем М, чтобы 


6, < (6'+2(0, дор, | 
0 
Тогда 
б,-б, < (6'+2 (0, 592 1+, |-в, = 


50 
= (6'+2(0, 5-6.) [2+ ]-в, |<@'-в) и г] 
0 0 


Теорема доказана. Из неё следует такое представление операторов из (С) ] 


СЛЕДСТВИЕ. Пусть С есть односвязная область, а её вычет $(б) связный и +0. Тогда для 


каждого оператора / с {, (С) существует локально голоморфная на б’-б =(5(6)} функция 
А(С) со свойством: 


1 
У2ЕС, МУ (2) = 577 | У(КА(Е-2)%. 
Гбм+1 


ЗАМЕЧАНИЕ. Вычет неограниченной выпуклой области © очевидно связный, и 3ф, /„ < 5(С). 
В этом случае теорема доказана в [9]. Для односвязной ограниченной области $ (С) =0, то есть 


б'-б =С\ {0}, голоморфность функции А(5) в С\ {0} доказана независимо и разными метода- 


ми в [4], [5]. Гипотеза о том, что аналогичное утверждение имеет место в случае неограниченной 
области С с $ (С ) = 0 , остаётся недоказанной, так как доказательство в [9] имеет пробел. 
Заключение. Получено аналитическое описание класса односвязных областей, вычет которых 
содержит луч. Этот класс областей характеризуется тем, что ядро любого оператора из класса 
2 (с ) порождается однозначной функцией. Результаты статьи докладывались на международ- 
ной Казанской летней научной школе-конференции [10]. 
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ОМ РКЕЗЕМТАТТОМ ОЕ 1ТМЕАК ОРЕКАТОВ$ СОММОТТМС МЛТН ОТЕЕЕВЕМТТАТТОМ 
ТМ $1МРЕУ-СОММЕСТЕО ООМАТМ” 


А. М. Вган$Испем 


[её Н (с) Бе а расе о! апаУйс ипсвоп$ о! опе иапа Ме т ятр/у-соппесеа аотат С оЁ {Те сотр/ех р/апе. 1+ 5 


Кпоит {ПаЁ а Штпеаг сотр/ех сопио/иНоп орегаюг #5 депегаеа Бу а опе-уайае апа/уйс ипсНоп, а тиШиаиеа 
опе т депега/!. А Кпоит ргоМет ипеп а/! зиср Гипсвоп5 аге зтое-ма/иед 15 5о№ед. Аз # &игпед оиё те 5о/ивоп 


Ю е ргоЫет (5 соппесеа ий {пе деотейу о! с дотат. 5её $ (6) ий ргорейу 5(6)+6 = б 65 етеа гез- 


/Ие оЁ с аотаг. А с/а5$ оЁ ятр/ соппецеа гедоп$ и/поже гез/аие /5 а соппецеа $ЕЕ 15 аезспрес. [е{ те /пеаг 
ореггйог Бе сопЁпиоиз т ипсйоп расе, апауйса! т этр/-соппецеа аотат С, апа (ЕЁ # соттше и АЙТег- 
епбайоп. ТВеп ! сап Бе гедисеа ю а сотр/ех сопуо/ивоп орегаёог: ГЕ (5 ргоуе4 ёпаЁ 1е Гипсвоп депегайпд зисй 
ап орегаюг и/// амауз Бе то/е-ма/иед Гог гедгопз ит а соппесеа гездие. И/еп {те гез/дие о! гедоп С 15 поЕ 
соппецед, {пеге 1/5 амиаузх а сотр/ех сопуо/ийоп орегаюг ий" а тиШа/иеа ипсйоп депегайпд а Кете!. 
Кеуигогабв: гездие оРгедоп, орегаюг соттийпа ий! орегаёог оЁ !егеппаноп, Кегпе! о! орегаюг: 


* Тне гееагс {5 аопе мт {Пе #тате оЁ {Не паерепдепе В&р. 
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УДК 517.9 ООТ: 10.12737/3501 


Фредгольмовость составных двумерных интегральных операторов 
с однородными ядрами сингулярного типа в пространстве [," 


В. М. Деундяк, Е. А. Романенко 


Ранее авторами изучалась фредгольмовость двумерных интегральных операторов с однородными ядрами 
послойно сингулярного типа. Для такого класса операторов символическое исчисление строилось методами 
теории операторов билокального типа В. С. Пилиди, и фредгольмовость выражалась через обратимость двух 
семейств: семейства операторов одномерной свёртки и семейства одномерных сингулярных интегральных 
операторов с непрерывными коэффициентами. Цель данной работы — изучение составных двумерных 
интегральных операторов с однородными ядрами послойно сингулярного типа, аналогичных введенным 
И. Б. Симоненко операторам составной континуальной свёртки. Это исследование проводится в рамках 
изучения более общей алгебры операторов с однородными ядрами, которые послойно являются 
сингулярными операторами с кусочно-непрерывными коэффициентами. Для изучаемых операторов 
построено символическое исчисление и найдены необходимые и достаточные условия фредгольмовости. 
Ключевые слова: сингулярные уравнения, операторы свёртки, однородные ядра, фредгольмовость. 


Введение. Исследование в пространстве [, (^”), где 1<р< +=, п>2, операторов вида: 
(к, (7) = [к (х, уг (у)ау, 
Ш 


с однородными, степени (—л), ядрами начато Л. Г. Михайловым. Вопросам разрешимости таких 
операторов с переменными коэффициентами посвящены работы Н. К. Карапетянца, С. Г. Самко, 
О. Г. Авсянкина и других авторов ([1, 2] и цитированные в них источники). Кроме условий 
однородности в данных работах на ядра накладывались и существенно использовались условия 
инвариантности относительно диагонального действия группы ортогональных преобразований 
5О0(п). В [3, 4] рассматривались классы ядер компактного и сингулярного типа, включающие в 
себя $О(п)-инвариантные ядра, а также методами теории операторов локального [5] и 
билокального типа [6] исследовалась разрешимость операторов с однородными ядрами и 
переменными коэффициентами. Топологические свойства пространств обратимых и 
фредгольмовых операторов из этого класса изучались в [7]. Ключевым моментом при 
исследовании различных классов операторов с однородными ядрами является установление связи 
с соответствующими алгебрами операторов свртки. 

В работе И. Б. Симоненко [8] введены и исследованы операторы составной свёртки, 
связанные с семейством конусов. Представляет интерес изучение аналогов таких свёрток в 
теории операторов с однородными ядрами, и целью настоящей работы является изучение 
составных двумерных интегральных операторов с однородными ядрами сингулярного типа. 
Отметим однако, что исследование фредгольмовости таких операторов целесообразно проводить 
в рамках изучения более общей алгебры двумерных операторов с однородными ядрами 
РС -сингулярного типа, которые послойно являются одномерными сингулярными интегральными 
операторами с кусочно-непрерывными коэффициентами. Основная часть настоящей статьи 
состоит из трёх разделов. В первом вводятся составные двумерные интегральные операторы с 
однородными ядрами послойно сингулярного типа. Второй раздел посвящён построению 
символического исчисления и условиям фредгольмовости для двумерных интегральных 


* Работа поддержана Минобрнауки РФ (соглашение 14.А18.21.0356) и внутренним грантом ЮФУ Мм 13-16 «Дифференци- 
альные и интегральные уравнения. Приложения к математической физике и финансовой математики». 
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операторов с однородными ядрами РС -сингулярного типа. В третьем — выписаны условия 
фредгольмовости составных операторов в модельном случае. 

1. Составные двумерные интегральные операторы с однородными ядрами сингу- 
лярного типа. Введём необходимые общие обозначения. Если В — произвольное банахово 


пространство, то Епа (В) — банахова алгебра всех линейных ограниченных операторов в В, 
Сотр(В) — идеал компактных операторов, Р’(В)) — пространство фредгольмовых операторов. 
Через (/* обозначим унитализацию произвольной банаховой алгебры (/. Изоморфизм банаховых 
пространств а: В, >В, задаёт изоморфизм подобия банаховых алгебр а: Епа (В,) > Епа (В, } 


по правилу: 


а(А) =аАа", Ае Епа (В,). (1) 

Для компакта Х и банахова пространства У через С(Х;У) обозначим пространство 

непрерывных отображений Х в У. Если У — банахова алгебра, то и С(Х;У) — банахова 

алгебра с обычными операциями. Для локально компактного не компактного Х через Х =Х' 

обозначим компактификацию точкой о; пусть С, (х;у) = |9: феС(Х;У),$(®)=0}. 
Тождественное преобразование произвольного множества Х будем обозначать через &,. 

На прямой А , плоскости Е? и единичной окружности 7 (< в?) введём стандартные меры 

и ориентации. Пусть К, и К — положительная и отрицательная полуоси прямой К. 

Определённая на А? функция К называется однородной степени (-2), если выполняется 


условие: 
УаеК,, Ух, уе”: К(ах, ау) =ак (х, У). (2) 


Далее 1<р,д<о, 5+ с =1. Будем полагать, что однородная степени (-2) функция К 
принадлежит классу М, (к), если почти для всех ре А? 
-2 -2 
| [к (1, р) ||? ар <, | в (р, 1) |9 ар < ®. 
2 К? 


Оператор 


(ь, (=) (х) = [к (ху)! (у)ау, (3) 


В2 


где КеМ, (В), является ограниченным в пространстве (, (К?) [1]. Замкнутую подалгебру 
банаховой алгебры Епа (6, ()), порождённую операторами вида (3), обозначим через 
Ор (м, (в). При исследовании операторов с однородными ядрами удобно перейти от 
декартовой системы координат в А? к полярной системе. Этот переход задаёт изоморфизм 
п: 4, (Е?) 1, (К. хТ,г®1), 
который определяет изоморфизм подобия банаховых алгебр (см (1)) 
п: па (6, (в?) > Епа ([, (К. хТ,г®1)). (4) 
Пусть Ор’ (м, (8) = п(ор(м, (к). 
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В пространстве [,(К,,г) рассмотрим банахову алгебру У,,(К,), порождённую операторами 
вида: 
(к, (Г) ("= [К (г,р)и (р)ар, (5) 
0 
где ядро К (г,р) удовлетворяет двум условиям: однородности степени (-1), то есть 
УаеК,, УГ, рЕК, : К(аг, ар) =а“К (г, р) 
и суммируемости ([11, раздел 4.1): 
400 -2 +00 —2 
| | (1, р] ар <, | [К (р, 1] ре др <. (6) 
0 0 


Пространство ядер, удовлетворяющих таким условиям, обозначим 2, (К,). Рассмотрим в 
пространствах /, (К) и 1, (Т)) сингулярные интегральные операторы Коши: 


(5.2) (х) = сочи (5,2) (х)= А (7) 


у ух -у 
Пусть Р о Г. =5,), РР. = 5 +5, — банахова алгебра, порождённая 5, и 
К, = 2 К К Т, + т т 
ы 


- 


Рассмотрим топологическое  тензорное — произведение Ц, =И, ,(Е,)®и,(Т) 


операторами умножения на а из С 


(< Епа › (В, мт} Г ®1) [6, 11, 15]. РИ расслоении проколотой нулем плоскости на центрирован- 
ные окружности операторы из Ц, п"(4,) можно интерпретировать как послойно сингулярные 
операторы с непрерывными коэффициентами [12]. Пусть Х, — характеристическая функция 
единичного круга плоскости А” с центром в нуле, Х,=1-Х,, а Ш, — замкнутая подалгебра 
банаховой алгебры Епа (6, (?)) ‚ порождённая операторами вида: 

А=^-+ХА,-+Х.А.+Е, (8) 
ГДе ЛеС, РЕ еСотр И (к), А„А„=Ц,. Операторы из Ш, назовём двумерными интеграль- 


ными операторами с однородными ядрами сингулярного типа [4]. 

По аналогии с [8] введём составные операторы с однородными ядрами. Пусть у, — 
положительная ориентированная дуга Т с началом в Е, и концом в Ё,,„,, где 1=1,..., т, 
а=&; пе (у ‚= у, \=. Пусть Г, — угол в К? с центром в 0 и высекающий на Т дугу у;, а 
А, е Па ( Е, [В *)) — оператор умножения на характеристическую функцию Хе. . При переходе к 
полярной системе координат Е, =1®А . Составным оператором с однородным ядром будем 
называть оператор вида: 

УРА» АЕ Ш,. (9) 


Приведём модельный пример такого оператора. В силу того, что операторы с однородными 
ядрами естественно рассматривать в полярной системе координат, то будем предполагать, что 
определённый ниже оператор действует в пространстве Г (^, хТ, Г ® Г Пусть 

В = а (в. Е Х.В,, й ) ® [20 + С, „Р, + )), (10) 
где Х, и Х.. — характеристические функции множеств (0, 1] и [ оо) ; В ° — оператор вида (5); 


с. еС(Т). 


ар, + 
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В разделе 2 будет построена банахова алгебра двумерных интегральных операторов с 
однородными ядрами РС -сингулярного типа Ш, Е содержащая как операторы из банаховой 


алгебры Ш, , так и операторы вида (9). 


2. Разрешимость двумерных интегральных операторов с однородными ядрами 
РС-сингулярного типа. 
2.1. Сингулярные операторы с РС-коэффициентами. Приведём необходимые для 


дальнейшего конструкции из [10]. Пусть Ир (®)(< Епа (, (к) банахова алгебра интегральных 


операторов вида: 
А=арР, _ча,Р. ,, (11) 


где а, С . Соответствие (А н> а, } определяет гомоморфизмы 

уф. и, (К) >С. (12) 
Через И, обозначим замкнутую подалгебру алгебры Епа [в (К)), порождённую и, (К) и 
оператором умножения на характеристическую функцию х_ полуоси КЮ. Сопоставление 


оператору из И, его локальных представителей из и, (К) на К, задаёт гомоморфизмы 

Ф.И, и, (Е). (13) 
Пусть К двухточечная компактификация прямой К точками +, С, (в ) замыкания пересечения 
С (® ) и пространства функций с ограниченной вариацией по норме пространства 


мультипликаторов в [,(К). Известно, что С, (8) — банахова алгебра, гомоморфно и 





непрерывно вложенная в С(К), причём С, (В) плотно в с(к) '2й (®)=С(в). Через В? 
обозначим банахову алгебру матриц-функций порядка 2, у которых элементы принадлежат 


С, (в ) ‚ а значения в +ю есть блочно-диагональные мартицы; норма в В» задаётся равенством: 


РЕ 
ДЕ 2 ХВ» | : 
Рассмотрим такой изоморфизм банаховых алгебр 
н: (>В), (14) 
что: 1) и(а) = Чад [а; а], ае1(2;С); 2) ы(х_) = @а9 [1,0]; ы(х.) = @а9 [0,1]; 3) при 
в (пу) —/ (с (гу 


и 


(#(5*))(у) = 


где у =у -(=-)} ‚ УеК. Пусть Н, (=) — банахова алгебра Ц, -значных функций а, 


определённых на 7, для которых: а(Ё)еи, (К), где ЁеТ\=; а непрерывна в точках из 


Т \=, а в точках из = может иметь разрывы первого рода и „ит а, =Ф. (а (&,)). Норма в 
>= ыы 


Н, (=) задаётся равенством |а|, = зир|а (2] . Обозначим через и, (Т;=) замкнутую 
р 


Ета (Е, (Г) 
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подалгебру алгебры Епа [6 (т)}, порождённую оператором $, и операторами умножения на 
кусочно-непрерывные функции, которые определены на Т и непрерывны на Т \=. 
Сопоставление оператору из и, = его локальных представителей в точках из Т 


определяет гомоморфизм 


ВИ, (ТЕ) НА), (15) 


называемый операторным символом. Теперь рассмотрим матричный символ. Пусть 
ЕЕ РА [Е х К), где =<Т , стопологией, определяемой вклеиванием в Т вместо каждой 


точки из = экземпляра ориентированной прямой А. Через № [= обозначим множество таких 
отображений М: Т (=) ->1(2; С), которые при записи М = (М а удовлетворяют условиям: 
1) если Ёе=, то М] ЕВ); 

2) если ЁеТ \=, то М,, (Е) = М», (Е)=0; 

3) М,., М», М» еС(Т (=); 1(2;С)), а М», еС((Т. (=); 1(2;С)), где Т. — окружность с ориетаци- 
ей, противоположной ориентациии на Т. Зафиксируем матрицу и(еС(К; С (2; с) с 


элементами из С, (^ ) ‚ для которой 


10 0 1 
И (<) = и = : 
— Ё _ (+) | В (16) 
Пусть аеН, Е Определим отображение №» =(а): Т (=) ->2(2;С) следующим образом: для 


ЕЕТ \ = пусть 
(№ - (2) -чвч[ (а(9));ч. (26), 
где ф, — гомоморфизмы (12), а для ё = (К, у)е=хКА пусть 
(№ = (а))(#)=И"(у)(щ(а(&))) (уу 6), 


где и — изоморфизм (14). Сопоставление (а => А (а) ‚ где аеН, (=) ‚ определяет изоморфизм 


банаховых алгебр 


А» =(а):Н, (=) М, (=). (17) 
Матричнозначный символ для и/, (Т;=) определяется как композиция: 
бе =А» =: и, (Г; =) >> М; (=). (18) 


2.2. Банахова алгебра Ш, (=). Рассмотрим банахову алгебру 
Ц; (=) =И,, (К,)®и, (Т;= < Епа (|, (В, х(Т;=)), г ®1). 
При расслоении проколотой плоскости на центрированные окружности операторы из банаховой 
ве 


алгебры Ц,(=)=п (и (^.)®и, (т;=))(< Епа (1, (^°))) можно рассматривать как послойно 


р,г 
сингулярные операторы с кусочно-непрерывными коэффициентами. Далее операторы из Ц, (=) 


будем называть  двумерными интегральными операторами с однородными ядрами 


26 


Вестник ДГТУ. 2014. Т. 14, №1 (76) 








РС -сингулярного типа. Пусть Ш, |=) — замкнутая подалгебра Епа (6, (к), порождённая опе- 


раторами вида: 
А=^А1+Х,А +Х.А, +2, (19) 


где ЛеС, Е еСотр (6, (к), А, А, ЕЦ, (=) (см. (8)). Установим связь этой алгебры с теорией 


операторов билокального типа. 
Рассмотрим замкнутую подалгебру И, (К) банаховой алгебры Епа ([, (К)}, порождённую 


операторами свёртки 


(с, (#)) 6%) = [а(х-у)г (учу, (20) 


где ае[ (К). Отметим, что эта алгебра пространственно подобна алгебре И, , (К.). 
Действительно, изоморфизм подобия задаётся конструкцией (1) и изоморфизмом 
и: [, (Е.,г) 1, (К), определённым формулой 


(9) в -29(в(+)} ЕЕК. (21) 


Через И/, (К) обозначим замкнутую подалгебру алгебры Епа ({, (К)), порождённую оператора- 


ми вида 
В=М+М, А +М, А, +Е, (22) 


Ге А. И, (К), ЛеС, ЕеСотр (, (К)) ‚ Х. — характеристическая функция В,, 
М, (+ Епа (, (к))) — оператор умножения на характеристическую функцию Хх, . Покажем, что 
алгебра Ш, [= пространственно подобна алгебре операторов билокального типа [6, 9, 13]: 

и, (К) ®и, (Г,=)( Епа (1, (®хТ)). 
Для произвольной ненулевой точки х=(х,,х,)е К” через х° = (хг, хз) обозначим точку 


хи (Т) и изоморфизм ир: (, (Е) >, (ВхТ) определим по формуле 


2 

(и, (9) (Е, с) = |2 |- | (хр ехр(-#), хз ехр (-#)), (23) 

где ЁеА, хз с Т , и рассмотрим изоморфизм подобия (см. (1)): 
и»: Ета (1, (в?) > Епа (1, (ВТ). (24) 

По схеме из [4], с. 166, доказывается 
Теорема 1. и,(Ш,, (=)) =И/, (®)®и, (Т,=). 
2.3. Символическое исчисление и фредгольмовость. При построении символического 
исчисления для алгебры Ш, (=) будем следовать методам теории операторов билокального типа. 


Прежде всего напомним конструкцию символа для банаховой алгебры И/, (®) [8]. Сопоставим 


оператору С, вида (20) преобразование Фурье а ядра а и тем самым зададим мономорфизм 


582: И, (®) >С, (К), (25) 
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являющийся в случае р=2 изометрическим изоморфизмом. Пусть $, = {-1; + п — 0-мерная 
сфера, Л =(х$5,), $, (К)= | еС (Л): ф, = Фа ЕС, (к) ‚ тогда правило {В |-> 0, (В), где 


(+ (8) № (ви (Ве, =1)- А+ (5, (АО ЕВ), 


порождает символ-эпиморфизм банаховых алгебр 
бе И/, (в) > 5, (К). (26) 


р, К * 
Рассмотрим банаховы о 
м к)®м? (=) (е С((Г,=)х {1+1}; / (В), 


Ча =, (® и, (=), 


=0=5, (В) ® № (=) = ФЕС(^ и, (Т,=)): Ф, =Ф|, 1 Ср (® )® м; (= }, 


с естественными нормами. В алгебре Ш/, (=) выделим модельные операторы вида: 


=,,=5, (К)®и, Е _ ФеС(№и, (т, =): Ф. = 








®,+ + 


А=^! + хп (А, _®а,_Р.+А,, ®а, .Р,)+х.п\(А,_®а,_Р +А,.®а, .Р.), (27) 
где А, ‚А, , ЕИ, (К. ), а, ‚а, , Е Ст, =) ИП = изоморфизм вида (4) и определим два частичных 


символа оператора А — радиальный с, (А)(е=„,): 
р, (А) = + ря й (А, _))а,_Р +9 (7 (^,. а, .Р,, 


ор, (Аи = А +9 а (7 (^._))а._Р +в, (У (А... ))а...Р., 





= (а,_Р.)+х.у (А’,.)® 6, 
+Х У (А, ‚.)® 6, 


а 
з 
т 
— 
— 
> 
ны 
+ 
>< 
$ 
5› 
—% 
р\ 
— з 
© 
а: 
эм 
Е 


а также слабый символ 
а Пе АТ +0 я (7 (А ))5*. - (а, _Р +в © А ))5*.- (а,.Р.), 


С а = +9 в (7 (А, _ ее (а._Р +9, (7 (А... И - (а...Р,). 
Лемма 1. Сопоставления 
А->о,, (А), Анда, , (А), Ан б,.(А), 
где А — оператор вида (27), распространяются до эпиморфизмов банаховых алгебр 
с», = [5 ® И. : Ш, (Е) >Е„„‚ 0, = (“р Фо, -)и : Ш, (=) >, 
О 8о, =) и : Ш, (=Е)>=,., 
при этом выполняется равенство: 


(9 80,5, - [с |6, [55 (28) 


Пара эпиморфизмов о (в, ®) 0, :), (бр ет, в соответствии с [14], с. 96, задаёт 


расслоённую сумму =,. ==, , ®,=, ‚т. е. банахову алгебру 


В (в, ЕЕ. хЕы,: (М, 9, (В.)= (9. -)(в,)= Е. 
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Следующая теорема содержит конструкцию полного символа ©,, и условия фредгольмов 


ости операторов из Ш, (=). 
Теорема 2. 1. Правило 
Ао, .(А)=(с,„, (А), 0,„,(А)), АЕШ, (=), 


определяет отображение с,.:Ш (=) == которое является эпиморфизмом банаховых алгебр 


рый 
сядром Сотр (1, (Е?)). 

П. Пусть В е Ш, (=), тогда 
1. Ве’ (Ш, (=) > и. )б=,/ 0, (В) «СЕ», 
2. Ве! (Ш, (=)) > 0,„.(В)еС=,. 
3 Е Е, 


Доказательство этой теоремы, являющейся обобщением теоремы 3 из [4], в данной 
работе не приводится. Отметим, что необходимые и достаточные условия фредгольмовости, 
содержащиеся в положениях П, 1 и П, 2 теоремы 2, очень громоздки, однако в следующем 
разделе для операторов вида (10) условия фредгольмовости будут выписаны явно. 

3. Условия фредгольмовости составных операторов. Перепишем оператор 


Ве/, (К, хТ,г®1) вида (10) в форме: 
в-У(1®Р, ((ж№В,_ +х.В, )®(с,_Р.+с,.Р.), (29) 


где В, ЕЁ, (Г) — оператор умножения на характеристическую функцию Х,, ; В 


ар, + 


— оператор 


вида (5): 


(8. Г) (г) - [2,. . (‚РЕ (р)ар. 


Оператор А, ‚ =иВ, и” является оператором свёртки с ядром из ( (К) (см. [4], с. 164): 


(4.7) [9.--Оеот, 9, .(А)=е”а,. (61) 
Введём оператор А=и (п*(В)) из И/, (®)®и, (Г, =) < Ела (1, (вхТ)): 
А=У (А, ®А,,,}, (30) 


где 
А, ХА: +Х. А. =И/, (в), А, А, (с, РО Р.)= и ›(Т, =), 


+ + 


и в соответствии с леммой 1 будем вычислять два частичных символа: 
с, (А) =Уо,„(А,,)®А,,=0,,(В), 0, (А)=УА, ®в,.(А,,)=0,, (В). (31) 
Сначала вычислим символ 0,» (А, ,). Рассмотрим преобразования Фурье аа ядер а, ., 


операторов свёртки А‚ _ и согласно определению о, „ получим, что 


| ‚ ЕбеЮх И, 


(32) 
р, (Е ЮеАх(-1. 


(6в(КА, +х,А, (©, 5) 


5 › ы. 


29 


Физико-математические науки 








Чтобы найти символ о,.(А‚), сначала вычислим о, .(с, Р +с, „Р.), ОВ Локальным 


+ + 








представителем в точже ЁеТ для оператора с,_Р +с, .Р, является оператор 
с, _(6)Р +с, , (6 )Р. ЕЦ, . В силу свойств изоморфизма ц (см. (14)) получаем, что 
ы(а,, . (&)) = @а9 [с,, (&), с, (&)], 
1 -9 1+ (пу) И (с (7). 
м 5(1. =5*) (У) =5 а ы 
=/ (®(“) 1+ (пу) 
где у у Е :], ‚ УЕК . Тогда в силу (17) и (18) 
р кл \-1 
1+И[пу} -—/|сй|пу 
1 
(с, (ср. +6, .Р.)) (Е = 56, + (&), с, (&) | } ] 
К(е*(пу)) 1 (пу) 
(33) 


—1 


57 5) 
-(®(5) 1+ (пу) 


Теперь найдём о’, - (2, } Пусть Ё #у, ‚ тогда локальный представитель оператра Р, в точке &, 


1 


+5[<,- (6), < - (&,) 


как оператора умножения на характеристическую функцию множества \,, равен 0. Если же 
Е е Пу, , то локальный представитель в этой точке равен 1. Рассмотрим теперь точки разрыва &Ё, 


и Ё Локальный представитель Р, в точке ЕЁ равен оператору умножения на 
1 


г: * 


характеристическую функцию луча К, : 


1 х>0, 
х, (х) = 0, х<0. 


Локальный представитель Р, в точке ЕЁ, равен оператору умножения на функцию вида 


1 


Хх (х) =1-х, (х). Подействуем на Х, (х) и х_(х) изоморфизмом п (см. (14)) и получим: 


ик, (= [9 о}, бк) [о] 


Применим (15), (17), (18) и вычислим символ о’, ( 


= 


бе С 
в 
о, = (В, (их) = И ‘[. 





во] 
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‚М (=): 
Еее у,, 
(34) 
РеШПЕу,, Л =/, 
и, ей 
0 ь 
о) К=/ +1, (35) 


К=Г +1. 
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Итак, символы 0,» (А, ,), с„-(А›,) вычислены. Это позволяет вычислить частичные символы 


оператора А (см. (31)). 
Теперь можно выписать для оператора В вида (10) частичные символы и 
сформулировать в их терминах условие фредгольмовости: 


с, (В) =>.0„« (ХА, +Х,А,, )®Р, (с,.Р,,_+с,.Р,,}, 
с,,(В)=У. (кА. +Х.А, ) ® (©. СРР. )), 


где А‚ , ="В. У”, о (№А,_+Х.А, | вычисляется по формуле (32), о,.(Р} — по 


формулам (34) и (35), а о, - [РС +с, „Р..) вычисляется по формуле (33). Из теоремы 2 
вытекает, что оператор В фредгольмов тогда и только тогда когда семейство операторов 
о,, (В) ис,,(В) обратимы. 
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УДК 539.3 ООТ: 10.12737/3502 


Внедрение кругового штампа при заданной постоянной температуре 
на плоской подошве штампа в непрерывно неоднородное 
термоупругое полупространство” 


Л. И. Кренёв, С. М. Айзикович, Б. И. Митрин 


Рассматривается осесимметричная квазистатическая задача термоупругости о внедрении цилиндрического 
штампа с плоской подошвой, на которой поддерживается постоянная температура, в функционально- 
градиентное полупространство, модуль упругости, коэффициент Пуассона, коэффициенты теплопроводности 
и линейного расширения которого непрерывно изменяются в приповерхностном слое независимо друг от 
друга. Вне контактной зоны поверхность идеально теплоизолирована и свободна от напряжений. При реше- 
нии задачи используются полученное ранее с помощью численно-аналитических методов (аппарата инте- 
гральных преобразований Ханкеля и метода модулирующих функций) решение несмешанной задачи о про- 
извольном термомеханическом воздействии на неоднородное по глубине термоупругое полупространство. 
Решение исходной задачи сводится к решению системы парных интегральных уравнений. Свойства транс- 
формант ядер парных интегральных уравнений задачи позволяют применить хорошо обоснованный и разви- 
ваемый в настоящее время двусторонний асимптотический метод. С помощью данного метода найдены в 
аналитическом виде приближённые выражения для величин теплового потока и смещения поверхности по- 
лупространства, контактные напряжения под подошвой разогретого штампа. Приведены значения контакт- 
ных напряжений для различных случаев изменения механических и температурных свойств в приповерх- 
ностном слое. Рассматриваются случаи, когда значения термоупругих свойств покрытия совпадают со значе- 
ниями термоупругих свойств подложки, либо когда значение характеристики отличается в 2 раза (в большую 
или в меньшую сторону) на поверхности и линейно убывает (или растёт) по глубине до значения в подложке. 
Ключевые слова: смешанные задачи, неоднородные материалы, термоупругость, функционально-гради- 
ентные материалы, аналитические методы. 


Введение. Учёт неоднородности свойств материала при моделировании тепломеханического 
воздействия является актуальной задачей термоупругости. Такая задача возникает, например, 
при исследовании свойств защитных покрытий из функционально-градиентных материалов для 
частей машин и механизмов, подверженных интенсивному термомеханическому воздействию. 

Первые аналитические решения задачи об индентировании полубесконечного изотропно- 
го упругого тела осесимметричным нагреваемым штампом были получены в работах [1, 2]. Свя- 
занным задачам термоупругости были посвящены монографии В. Новацкого [3] и В. Г. Карнаухова 
[4]. Контактные задачи термоупругости рассматривались в статье [5] и последующих работах 
Д. В. Грилицкого и его соавторов. В работах Дж. Барбера (например, [6]) изучались задачи, свя- 
занные с контактом движущихся частей механизмов. Свой вклад в развитие термоупругих кон- 
тактных задач также внесли К. А. ВиЦоп, М. Мода, В. Паук и многие другие. Из последних работ, 
рассматривающих задачу о внедрении горячего штампа, можно отметить [7]. В этой работе полу- 
чено аналитическое решение задачи для трансверсально изотропного полупространства и рас- 
смотрено его применение для сканирующей зондовой микроскопии. 

В перечисленных выше работах предполагалось, что свойства деформируемой среды од- 
нородны по её объёму, и, таким образом, они не всегда являются применимыми для случая де- 
формирования тел с покрытиями или функционально-градиентных тел. При этом современные 
экспериментальные исследования показывают эффективность их применения в промышлености. 


* Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования и науки РФ (соглашение № 14.В37.21.1632) и 
РФФИ (гранты № 12-07-00639-а, № 13-08-01435-а). 
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Например, 2. О. М в работе [8] рассмотрел температурные свойства У$57-М№Сг с промежуточным 
слоем, состоящим из ФГМ; им была показана высокая температурная устойчивость материала. 

Интерес к моделированию термоупругого поведения ФГМ существовал с момента начала 
их использования в промышленности. В последнее десятилетие учёными по всему миру был по- 
лучен ряд результатов [9-10], в которых различными методами строились математические моде- 
ли такого поведения при различного вида нагрузках. Однако решения, используемые в приведён- 
ных работах, используют различные упрощённые модели изменения характеристик в объёме ма- 
териала, и не могут быть применены для сложных случаев изменения термоупругих и механиче- 
ских свойств по глубине слоя. 

В настоящей работе рассматривается осесимметричная квазистатическая задача термо- 
упругости для функционально-градиентного полупространства, модуль упругости и коэффициен- 
ты Пуассона, теплопроводности и линейного расширения которого непрерывно изменяются в 
приповерхностном слое независимо друг от друга. Для её решения используется численно- 
аналитический метод, описанный в работе [11]. При этом используется полученное ранее [12] 
решение для определения искривления формы поверхности неоднородного по глубине термо- 
упругого полупространства при локальном нагреве. 

1. Постановка задачи о воздействии горячего штампа на термоупругое неоднородное 
покрытие, сцепленное с полупространством. Рассмотрим полупространство ©, термомеха- 
нические характеристики которого непрерывно меняются с глубиной в пределах прилегающего к 
поверхности слоя толщины Н, а затем стабилизируются и остаются постоянными. С полупро- 
странством свяжем цилиндрическую систему координат (г, ф,7). При этом полагаем, что 
О<г<®, а 2<0. Обозначим через и,и,и смещения вдоль осей г,Ф,2, а через 
0,,00,,Т.,Т,, Ту, — Радиальное, угловое, нормальное и тангенциальные напряжения соот- 
ветственно. Кроме того, введём обозначения для температуры — Г, коэффициента теплопро- 
водности — Л, [2 коэффициента линейного расширения — а; (2), коэффициента теплоёмко- 


сти — с, (2). В ненапряжённом состоянии температуру полупространства примем равной Т, и 


будем анализировать разность температур 0 =Т -Т.. 


На поверхность Г неоднородного полупространства © воздействует жёсткий круговой в 
плане штамп-теплоизолятор, который вдавливается в полупространство силой Р. На контактной 
площадке 0</г<а поддерживается постоянная температура и образуется тепловой поток, 
направленный внутрь неоднородного полупространства. 

Далее будем полагать, что коэффициенты Ламе М(2) и ^(2), и коэффициенты тепло- 


проводности Л, (2) и линейного расширения а, (2) являются непрерывными функциями коорди- 


наты 2 , такими, что 





1.М(2) =М(-Н) = М5, -ю<2<-Н 
^(2)=^(-Н)=^, ^, (2) =^, (-Н) = А, 
а; (2) =а,; (-Н) =а7 

2.М(2)=МС (2), Л(2)= Л (2), -Н<2<0 
Ааа: (аа) = 922) 

3.М (-Н)=М, < (-Н) = Л, 
№: (-Н)=А?, а; (-Н) =а? 
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(2)>Л, >0, пах, Л (2 Ла, 


) 
(2)>М,>0, тах М(2)< 
2в(-о, 0) (1) 
„И ^, (2)>^,,. > 0, „ллах, №, (2 


шт а. (2)>а.. >0, тах 
2е(-о, 0) г ( ) 2 ; 2Е(-о, 0 


Л; 
‚с (2) < а; <®, 
где Н — толщина неоднородного слоя, сцепленного с подстилающим полупространством, то есть 
глубина, с которой мы полагаем термомеханические характеристики полупространства посто- 
янными; индекс $5 соответствует подстилающему однородному полупространству; С — не- 
однородному слою; Л., Л", М,, М", Л;., А;,а,., ах — произвольные константы. 
Наряду с парой коэффициентов Ламе для описания упругого поведения твёрдого изотроп- 
ного тела используются: модуль сдвига с и коэффициент Пуассона у или модуль Юнга Е и ко- 
эффициент Пуассона у. Коэффициенты Ламе Л и М (иногда обозначаемый Си называемый мо- 


дулем сдвига) связаны с модулем Юнга Е, коэффициентом Пуассона \ и изотермическим моду- 
лем объёмного расширения К’соотношениями 





_ Е _ Е\ = _М@М+ ЗАЛ) 
2(1+%)°  (1+\)(1-2м)' М+л ' 6) 
И К (2)=ЗЛ(2)+2М(2). 


Под действием центрально приложенной силы Р штамп переместится в направлении оси 2 на 
величину б. Граничные условия при сделанных предположениях имеют вид: 


0, =0, гла, 
и =-5(г)=-(5-4(г)), г<а, 
2=0, т, =Т„ =0, 9=6,, г<а, (3) 
0. гра. 
02 


На границе сцепления неоднородного слоя с однородным полупространством, при 2 =-Н в силу 
непрерывности, должны выполняться условия сопряжения по смещениям, их производным, тем- 
пературе и тепловому потоку. 
7 (г,-Н)= о“ (г,-Н), те (г,-Н)=те (г,-Н), мб (г,-Н)=и® (г,-Н), 
Е : (4) 
ис (г,-Н)=и? (г,-Н), 6° (г,-Н)=6 (г,-Н), (65) (",-Н)= (6°) (",-Н). 
На бесконечности при (г,-2)— значения величин смещений, деформаций и напряжений 


стремятся к нулю. Значения разности температур и теплового потока при этом также стремятся к 
нулю. 
[и (и, ООВ, 6’) =0, 


а (5) 
ПИ (Вл Е би бело. Ты, 0! 50, 


2—0 
Требуется определить распределение контактных нормальных напряжений под штампом и вели- 
чину теплового потока в пределах контактной зоны: 


а И =-р(г), г<а, 


7 


00 
02 


171! 771! 





(6) 





2=0 
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Рис. 1. Схема внедрения горячего штампа с плоской подошвой в неоднородное полупространство 


2. Сведение задачи о внедрении гладкого кругового горячего штампа с плоской по- 
дошвой в неоднородное полупространство, к решению системы парных интегральных 
уравнений. При построении системы парных интегральных уравнений осесимметричной сме- 
шанной задачи статической термоупругости воспользуемся полученными в работе [12] формула- 
ми, выражающими зависимость величины смещения и/ и температуры 0 через неизвестное рас- 


пределение контактного давления р(г) и теплового потока через контактную зону 


вг)- 28 2) 


и! (г, 0) =») 212 ( г, 7) - [р урарГ (ч,0).% (Ур). (уг) ау + 


1=1 


+9 (рурар[ (+ 0). (1) (уг)ам + [В(р)рар[1 (у, 0) (ур). (уг) ам, (7) 


6", 0) = 1$ ее а. (га. 


Так как мы полагаем, что контакт штампа с неоднородным основанием гладкий, то отсюда следу- 
ет равенство нулю значений а (г) =0, О<г<а, атакже второго интеграла в выражении (7). Те- 
перь условие (7) можно записать в виде: 


и (г,0) =», )= (р) (р)рар[ в (у,0)2, (Ур) 7, (уг) ау + 


+| те. (у, 0.7» (Ур), (уг) ау, (8) 


67,0) = 15 (7,0) [В(р)рар[ Е (у,6). (и) а9. 


В рассматриваемой нами задаче упругие характеристики не зависят от температуры, поэтому ре- 
шение системы (8) разбивается на два этапа. 


На первом (рассмотренном в работе [12]) определяется величина теплового потока и рас- 
пределение температуры в неоднородном полупространстве, а также деформация поверхности 
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неоднородного термоупругого полупространства при его нагреве с поверхности источником с по- 
стоянной температурой. 

В настоящей работе решается смешанная задача о внедрении гладкого кругового штампа 
с плоской подошвой в неоднородное полупространство, деформированное воздействием найден- 
ного нами теплового потока через контактную зону. 

Заметим также, что в связи с отсутствием сцепления индентора с поверхностью полупро- 
странства, для корректной постановки задачи должно быть выполнено соотношение р(а)>0 для 
всех г<а. 


Для решения поставленной задачи приведём её к эквивалентному парному интегральному 
уравнению относительно р(г), для этого воспользуемся результатами работы [11]. Запишем 


граничное условие на поверхности слоя в пределах контактной зоны, при этом обозначим 
1 (и, 0) через [ (и): 





ВАН 0</<1, 
1-у (9) 
ГР (о) (аг)ааа =0, г>1, 
}- [26 ‚ (ар)рар, го 


р. (га)/а, б=х/а, 0<г<1. 
Здесь Л› — функция Бесселя нулевого порядка, ф(га) =0 для плоского штампа, б — величина 
внедрения штампа в полупространство, Л =Н / а — характерный геометрический параметр зада- 
чи, (ла) — трансформанта ядра парного интегрального уравнения. При выполнении условий: 
и Е (2)(1 -у) >с,>0, тах Е (2)(1 =) о: 
2<(-ю; 0] 2<(-х;0] (11) 
И. Е (2)(1- у)" = СОП$(. 


Аналогично [15] может быть показано, что трансформанта ядра (а) обладает следующими 


свойствами: 
(а) =А+В, а+0(а?), а>0, 
Азы но (о) т 
[ (а) =1+8В, |0 +0(а*), а>®, 
А= т Е (0)Е (2)" (13) 


Здесь В,,В, — постоянные. Свойства (12)—(13) функции [(а) позволяют аппроксимировать её 
дробно-рациональным выражением специального вида. 

Введём следующие определения. Будем говорить, что [ (У) принадлежит классу П, , если 
она имеет вид: 


—1 


‚ (В,-В,)(А-А,)=0, Г=К. (14) 


в, (У) = № +4) (у? +8?) 


1=1 
Здесь А, В, (1 Е 2: м) — некоторые комплексные постоянные. 
В свою очередь будем считать функцию [ (у) принадлежащей классу >„, если её можно 


представить в виде: 


[и (у) = Ус +02). (15) 


Вестник ДГТУ. 2014. Т. 14, №1 (76) 








Здесь С, — действительные константы, а 2, (к Е м) — комплексные. 

В работах [13, 14] доказано, что если функция (а) обладает свойствами (12)-(13), то 
она может быть представлена в виде: 

[(а^) = [и (а^) + Е» (а^). (16) 

3. Построение приближённого аналитического решения задачи о внедрении нагретого 
штампа в термоупругое полупространство. Решение (9) ищется следующим образом: парное 
интегральное уравнение приводится к более простому виду, ядро аппроксимируется дробно- 
рациональным выражением, с помощью операционного исчисления находится решение, а затем 
обратными преобразованиями задача сводится к решению линейной алгебраической системы. 

Рассмотрим парное интегральное уравнение вида: 


ГР(у)Еу) (гу)ау =6,5(1+/ (г), г <1, 
(17) 
ТР(У) о (гу)уау =0, РЫ 


Функция Ё (г) описывает деформацию поверхности под действием источника тепла с постоянной 
температурой. Её можно представить в виде ряда Фурье-Бесселя: 


Г(г)= 2.6.% (г). (18) 


Учитывая, что при = >0, Л (1=) —1 , уравнение (17) посредством операторов: 


УФ (г 


нае) а; (957, (аг) = а" со5аб), 


0-7 (а/) = созаб), 


5 (г 
можно преобразовать к виду: 
а5Р (9) 1 (Ху) созёуау = +В, со5ы,Ё, 0<#<1, 


(19) 
[Р(ч)созмау =0, #>1. 
0 


В случае, когда 


Р (Л?у? м 2? А? 
(№) = (ЛУ) = Но .- Прут в й (20) 


1 





можно получить решение задачи в аналитическом виде. 
Введём функцию 


р(Е) - [2 (а)совава. (21) 
0 
Тогда (19) можно представить в виде: 
а? 
р (-Р)р(Ё)=Р (-2)9, (Е), Б =, =[9; 1], (22) 


где полиномы Р и Р, определяются, как в выражении (20). 
Решая неоднородное дифференциальное уравнение (22) и выполняя затем обратное преоб- 
разование Фурье для (21) получим выражение для контактных напряжений под горячим штампом: 


ре) - 29 Ус Ам) +в (тн,д (м (23) 


1-г 
39 
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Здесь введены обозначения: 








СПА А| $1 АЕ х(^,н)= со5Н +ы[ Уп [ОЕ 
М -г У -г в Мг УР 


Постоянные С, определяются из системы линейных алгебраических уравнений: 


Ф(г, А) = 





Хе В ‚90, К=ЬЗ, им (24) 


7-1 м 1 





где 








ВСПА+АЗВА. в(в = В с05и- и$пы 
в О (А) +В) 


В данном случае связь между приложенной силой и осадкой штампа имеет вид: 


Р = 4а?56, В (0) УСА АВАЛЬ (№, ий пы, |. (25) 
7 7 


а(В, А)= 


4. Определение контактных напряжений под поверхностью горячего штампа, внедря- 
емого в неоднородное термоупругое покрытие. Используя выражение (23), рассчитаем зна- 
чения контактных давлений под горячим штампом для 5 характерных случаев изменения свойств 
по глубине: 
0 — значение характеристики в покрытии не отличаются от соответствующих значений в подложке; 
3 — значение характеристики на поверхности в 2 раза превышает значение в подложке и линей- 
но убывает по всей толщине покрытия до значения в подложке; 
4 — значение характеристики на поверхности в 2 раза меньше значения в подложке и линейно 
возрастает по всей толщине покрытия до значения в подложке. 

Наглядное изображение законов изменения термомеханических характеристик приводится 
на рисунке 2. 


У 10 0 001.0 И 
ВН 0 0 0 
..... +++ 
о эВ ах: :1 [#2 


0.01.0 2.0 0.0.0.2 04 0.00.5 1.0 0.00.5 1.0 
роы Ни вивизь ‚+ 
лав дон ло 1.0 РЕННА 
. на — аи 
0,0. 0.5 19 6.6102 0.0 о 2.0 0.0 10 29 
ЩЕ © у ПИР 
10-5 -.- ву ' [ей 
ых и 4.0 1.09 
— = о 
0.01.0 2.0 00102 ны 1.0 2. 0 0.0— 05 1.0 
заза: т евезл 
4099 Нин НР до 
оны 1.0% Л а ик: ‚принт "оиивииниии 


00.05 10 0.0 0,2 4.4 0.0__ 0.5 1.0 ине 2 .0 
Фата ...т азЕдА 
„У > оофаз к А, 


дозы 109 лозы Л | ——. — — 


Рис. 2. Схема характерных случаев изменения свойств в термоупругом покрытии 


На рис. 3 представлены значения контактных напряжений под поверхностью горячего 
штампа с плоской подошвой, внедряемого в непрерывно неоднородное полупространство. Обо- 
значения кривых соответствуют законам изменения термоупругих характеристик, описанным вы- 
ше. Максимальный уровень напряжений достигается в том случае, когда модуль Юнга и коэффи- 
циент Пуассона возрастают по глубине покрытия, а коэффициент теплопроводности и коэффици- 
ент линейного расширения убывают. 
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Рис. 3. Контактные напряжения под поверхностью горячего штампа, внедряемого в неоднородное 
термоупругое полупространство 


С учётом независимого изменения модуля Юнга, коэффициента Пуассона, коэффициента 
теплопроводности и коэффициента линейного расширения в покрытии, при рассматриваемых 
нами законах линейного убывания и возрастания в 2 раза относительно свойств подложки число 
различных комбинаций составляет 16. Кроме этого, рассмотрим случай однородного полупро- 
странства. На рис. 4, 5 приведены отношения контактных напряжений на поверхности к контакт- 
ным напряжениям для однородного полупространства в случае внедрения в него горячего штам- 
па с плоской подошвой для 3 отношений радиуса зоны контакта к толщине неоднородного слоя. 
Обозначения экземпляров наборов независимого изменения неоднородных термоупругих харак- 
теристик на рисунках описаны выше. 
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Рис. 4. Относительные контактные напряжения под поверхностью горячего штампа, внедряемого в неоднородное 
термоупругое полупространство. Отношение радиуса зоны контакта к толщине слоя равно 0,25 
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Рис. 5. Относительные контактные напряжения под поверхностью горячего штампа, внедряемого в неоднородное 
термоупругое полупространство. Отношение радиуса зоны контакта к толщине слоя равно 4,0 


Анализируя рисунки можно отметить, что в случае покрытия, более жёсткого на поверх- 
ности, контактные напряжения в центре зоны контакта меньше, чем в однородном полупростран- 
стве, а для мягких на поверхности покрытий — больше. С увеличением зоны контакта разброс 
кривых увеличивается. 

Заключение. С помощью двусторонне-асимптотического метода получено эффективное анали- 
тическое решение осесимметричной контактной задачи о внедрении кругового штампа с плоской 
подошвой при заданной на ней постоянной температуре в непрерывно неоднородное термоупру- 
гое полупространство. Были получены численные результаты для относительных контактных 
напряжений, которые позволяют судить о влиянии характера изменения упругих модулей и тер- 
момеханических коэффициентов в покрытии на величину контактных напряжений. Данные могут 
быть использованы при разработке функционально-градиентных покрытий материалов, исполь- 
зующихся в условиях интенсивного термомеханического нагружения. 
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УДК 517.518.843 ООТ: 10.12737/3503 


Аппроксимационное построение математических моделей по точечным 
экспериментальным данным методом си-дше” 


Р. А. Нейдорф 


Рассматривается решение проблемы описания экспериментально полученных зависимостей. Предложенный 
автором метод основывается на получении локальных приближений фрагментов данных зависимостей и ад- 
дитивном сведении их в единое аналитическое выражение. Такой эффект определяется применением спе- 
циальных «выделяющих» функций, ограничивающих область ненулевого определения каждой из аппрокси- 
мирующих функций. По применяемым принципам аппроксимации метод назван «сиЁд/ие»’. Наиболее близ- 
кий его аналог — сплайн-аппроксимация. Однако метод сиё -д/ие значительно гибче, т. к. не связан ни коли- 
чеством аппроксимируемых сплайном точек, ни порядком функций, аппроксимирующих участки. Порядок 
аппроксимирующего полинома или другой аппроксимирующей функции, а также её структура для каждого 
участка могут быть произвольными. Ещё одно выгодное отличие сиЁо/ие аппроксимации состоит в единой 
аналитической записи всей кусочной функции вместо задания векторной сплайн-функции громоздкой систе- 
мой уравнений. Такого эффекта удалось добиться применением аналитической функции, аппроксимирующей 
и параметрически сколь угодно приближающейся к единичной функции Хевисайда. Приведены результаты 
аналитического и численного исследования свойств и итогов применения предложенного метода. Они про- 
иллюстрированы практическими примерами приложения метода к практическим задачам, табличными и 
графическими данными. 

Ключевые слова: экспериментальная зависимость, кусочная функция, аппроксимация, мультиплика- 
тивность, аддитивность, дифференцируемость, аналитическая функция, параметрическое приближение. 


Введение. Одним из важных практических приложений математических методов является реше- 
ние задачи аппроксимации различного рода экспериментальных зависимостей. К аппроксимации 
приходится прибегать при построении математических моделей различных природных, техниче- 
ских, экономических, социальных и иных явлений и объектов на основе результатов эксперимен- 
тальных исследований [1, 2]. Наиболее распространённым и математически проработанным под- 
ходом к решению таких задач является регрессионный анализ, опирающийся на метод наимень- 
ших квадратов (МНК) [1, 3]. 

Метод регрессионного полиномиального описания экспериментальных точечных данных в 
заданном диапазоне исследования является стандартным. Он поддерживается всеми универсаль- 
ными и несколькими специализированными программными средствами (МАТЁЬАВ [4, 5], МайСАО 
[6, 7], ЗайНса [8, 9] и др.). Возможны и другие, не полиномиальные формы регрессионной ап- 
проксимации, когда эмпирически подбирается совокупность подходящих для описания функций 
[7, 9]. Но этот подход нерегулярный и не поддержан таким мощным, хорошо разработанным ма- 
тематическим аппаратом, как классический регрессионный анализ. Однако и у последнего есть 
существенный недостаток — он плохо подходит для аппроксимации многоэкстремальных зависи- 
мостей, особенно кусочного характера с явными изломами, т. е. с фактически существующими 
разрывами по производной. В этом случае применение при обработке данных критерия МНК мо- 
жет дать два различных результата. Первый, при малом порядке аппроксимирующего полино- 
ма — очень грубое приближение к экспериментально снятым точкам. Второй, при высоком поряд- 
ке — достаточно близкое воспроизведение зависимости в окрестности этих точек. При этом не 
обеспечивается гладкость описания межточечных интервалов. Так, на рис. 1 приведены примеры 


* Работа выполнена по темплану Минобрнауки России № 2.3.13 «Метод сбалансированной дискретизации для задач ими- 
тационного моделирования динамических процессов в распределённых объектов». 
* Резать-клеить (англ.). 
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результатов регрессионного описания экспериментальной точечной зависимости от угла наклона 
а аэродинамического коэффициента подъёмной силы (рис. 1) одной из конструкций аэростатов 
[10-12]. Сила возникает либо при воздействии бокового ветрового потока (а — угол крена), либо 
при движении аппарата (а — угол атаки). Зависимость необходимо оценить по 13 эксперимен- 
тально полученным точкам. В связи с этим максимально возможная степень оптимального по МНК 
аппроксимирующего полинома равна 12. Регрессия этого порядка построена на рис. 1, а. Хорошо 
видно, что график полинома 12 порядка абсолютно точно воспроизводит экспериментальные точ- 
ки, но практически произвольно ведёт себя на межточечных интервалах. 
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в) 
Рис. 1. Примеры аппроксимации точечной экспериментальной зависимости от порядка аппроксимирующего её полинома, 
оптимального по МНК: а— п= 12; 6— п=9; вл п= 6 


Это полностью согласуется с известным свойством результатов классического регрессион- 
ного описания — с повышением порядка оптимальный по МНК полином теряет фильтрующие 
свойства [1]. На нижних графиках рис. 1, 6, в показаны результаты регрессионного описания ис- 
следуемого диапазона полиномами девятого и шестого порядков. Видно, что аппроксимация 
межточечных интервалов последовательно улучшается, но воспроизведение экспериментальных 
значений аэродинамического коэффициента (АДК) резко ухудшается. Таким образом, полноин- 
тервальная полиномиальная аппроксимация моделируемой зависимости, имеющей очевидный 
кусочный характер, в общем случае неэффективна. 
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Для подобных зависимостей более продуктивен другой подход, основанный на математи- 
ческом описании отдельных интервалов кривой и записи зависимости в виде системы функций со 
смежными областями определения каждой из них (кусочная аппроксимация [13, 14]). Такая 
функция записывается в виде логически обусловленной по областям определения системы функ- 
ций. Это делает результат описания громоздким и не очень удобным для компьютерного модели- 
рования. Кроме того, при использовании функции дробной структуры дополнительные проверки 
логических условий по значению аргумента и обращение к новым расчётным формулам создают 
тормозящий эффект при онлайн-моделировании быстро протекающих процессов. Дополнитель- 
ные трудности, вызванные кусочностью, возникают также при необходимости использования 
производных от моделируемой зависимости. 

Более совершенным является метод сплайнирования, или сплайн-функций. Его отличи- 
тельная особенность — совмещение кусочной аппроксимации с краевым согласованием значений 
производных. Последнее делает функцию дифференцируемой, несмотря на кусочность [14, 15]. 
Особенно распространены кубическая сплайн-аппроксимация и интерполяция, обладающие высо- 
кой регулярностью решения и хорошими точностными характеристиками [16]. Однако высокая 
степень дискретизации, жёсткая привязка к количеству сплайнируемых точек и громоздкость си- 
стемы условно логического описания делают этот подход неудобным для использования при 
необходимости построен 

ия компактной математической модели для аналитических преобразований и имитацион- 
ного моделирования. Кроме того, основное достоинство сплайн-подхода — согласование аппрок- 
симирующих функций по производным не всегда физически оправдано для некоторых объектов. 

Таким образом, очевидна актуальность поиска и исследования новых подходов, методов и 

алгоритмов экспериментально-аналитического описания зависимостей, имеющих очевидный ку- 
сочный характер, указывающих на явное наличие разрывов первого рода по производной на гра- 
ницах участков. 
Постановка задачи. Ставится задача построения метода аппроксимации, позволяющего созда- 
вать математические модели зависимостей, представленных экспериментально полученными то- 
чечными данными, в виде единой аналитической, хотя бы один раз дифференцируемой функции. 
Перечисленные свойства позволят строить аппроксимационные математические модели любых 
зависимостей, включая кусочные. 


Общий подход к решению задачи. Пусть исследуемая зависимость РЁ (ух) задана множе- 


ством // точек (хе, у) в пространстве А?, где 1 =1, №, а верхний индекс е отмечает экспери- 


ментальный способ получения величины. Пусть это множество может быть разбито на л непере- 
секающихся подмножеств 2. (у,х). То есть У/,К=[1,п |-> (у,х) ПА, (у,х)=@. При этом 


1 


С. 


И 
СА 


должно выполняться условие |_/Е. (у, х)=Е (у, х). 


1 
Рассмотрим основополагающую идею решения поставленной задачи. В качестве первой её 
составляющей сформулирован подход, основывающийся на возможности аналитического описа- 


ния с заданной точностью 6%? любого выделенного /-го участка аппроксимируемой точечной 


зависимости в выбранной локальной области определения х е[Ху1х, | некоторой функцией 


Ф, а Данная функция обладает следующими свойствами: 


с 


У; = ф, (х,): Ух; [хиих, > УЕ -У; 





«5%, (1) 


где 6%? — допустимая погрешность аппроксимации на /-м участке; верхний индекс с означает 


вычислительный способ получения величины. 
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Метод и качество аппроксимации представляют собой отдельную задачу и в данном ис- 
следовании не рассматриваются. В общем случае эта задача решается для каждого участка мини- 
мизацией некоторого функционала О, [Е (у,х), Ф, (х)], формализующего оценку точности ап- 
проксимации каждого участка [14]. Подобный подход значительно повышает точность аппрокси- 
мации каждого участка и, как следствие, общую точность аппроксимации всей моделируемой за- 
висимости. Один из возможных и эффективных теоретических инструментов реализации такого 
подхода — регрессионный анализ, а наиболее распространённым и эффективным критерием ми- 
нимизации ошибки моделирования О, | * | является квадратичный критерий". 


Вторая составляющая предлагаемого метода решения — предположение, что можно скон- 
струировать некоторую функцию # (х) так, чтобы во всем остальном диапазоне оси х, кроме 


описываемого участка [ых х, | ‚ она имела практически нулевое значение. То есть 


УХ = [Х,4их, |-> (х)=Ф, (х). (2, а) 
В остальной области определения должно выполняться неравенство 
Ух: х,.- Ах, >х>х, + Ах, >Ё(Х)=0. (2, 6) 


Например, можно задаться условием 
Ухе[х,, - Ах, „Хх, +Ах, | (х) < 5, 
где Дх,, 077 >0 выбираются достаточно малыми в соответствии с точностными требованиями 
решаемой задачи. 

Функция со свойствами 2, а, 6 названа в этой работе «интервально выделенной» (ИВФ). 
Она как бы реализует операцию сиЁ — вырезания из всей точечной зависимости хорошо аппрок- 
симируемого участка. 

Располагая ИВФ для каждого обособленного по конфигурации интервала аппроксимируе- 
мой точечной зависимости, можно построить обобщённую аппроксимирующую функцию 


п 
РЦ.) (3) 
та 
Она будет описывать моделируемую кусочную зависимость с точностью 
б„ = тах {5,| /=[1,п]}, 
где б, =0%7 +6>?, 6, — совокупная ошибка аппроксимации функцией (1) каждого / интервала, 
полученная при построении кусочной функции Ё (х); б, — наибольшая ошибка, возникаю- 


щая при построении кусочной функции / (х). 


Выражение (3) представляет операцию д/ие — как бы склеивания всей точечной зависи- 
мости из совокупности ИВФ. В результате Ё (х) (3) будет единой аналитической функцией неза- 


висимо от количества порознь аппроксимируемых интервалов и их размеров. Эта функция ап- 
проксимирует весь описываемый точечной (в том числе кусочной) зависимостью диапазон и реа- 
лизует таким образом заявленный в постановке задачи метод сиЕод/ие. 

Как явствует из приведённых выше положений, сиЕо/ие аппроксимация реализуется в три 
этапа. На первом экспериментально полученная точечная зависимость разбивается на обособ- 
ленные интервалы и осуществляется математическое описание каждого участка какими-либо 
аналитическими функциями ф, (х) со свойствами (1)", хорошо их аппроксимирующими. На вто- 


* Соответствующий метод решения регрессионных задач известен как метод наименьших квадратов (МНК). 
* Этот этап удовлетворительно решается известными методами [1, 3, 13, 14, 17], в частности, регрессионного анализа, но 
такая задача в данной работе не рассматривается. 
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ром этапе для каждого участка формируется интервально выделенная функция / (х) ‚ обладаю- 
щая свойствами (2). Это позволяет на третьем этапе получить результирующую обобщённую ап- 
проксимирующую функцию (3) в аддитивной форме. 

Мультипликативная реализация интервально выделенной функции. Суть предлагаемого 
метода состоит в том, что для формирования ИВФ используется специально сконструированная 


«мультипликативно выделяющая интервал» функция (МВФ) — ^(х, 5 } Её задача — сужение 
фактической области определения выбранной для аппроксимации точечного подмножества / -го 
интервала аналитической функции ф, (х), которой обычно является вся числовая ось. Такое 
сужение достигается путём перемножения ИВФ и МВФ: 

Е (х)=Ф, (х)-Л(х, 5, (4) 
что и определило использование термина «мультипликативная». 

Сужение необходимо произвести до подобласти, соответствующей моделируемому интер- 
валу [х,.‚‚х, |. Поэтому в диапазоне значений аргумента [х,.‚х,| функция ^(х, 5,) должна 
принимать единичное значение. При всех других значениях аргумента МВФ (ввиду мультиплика- 
тивности её применения) должна принимать значения, сколь угодно близкие к нулю”. Тогда 
К (х) в (4) принципиально может отвечать свойствам (2, а, 6). Для достижения этого результата 
в МВФ введён второй аргумент $, функции ^(х, 5; Он подразумевает множество математиче- 
ских «настроечных» параметров $, = 5,, которые обеспечивают функции, необходимые для ре- 
шения задачи свойства. Имеется в виду, что варьирование 5. В МВФ должно обеспечивать до- 


стижение свойств (2, а, 6). 
Для решения поставленной задачи в данной статье предлагается вариант МВФ, обеспечи- 
вающей указанные свойства и делающей возможной сиЕо/ие аппроксимацию. Решение задачи 


рассматривается применительно к обработке одной функции Ф(х), аппроксимирующей точки 
произвольно выбранного интервала | х,,х, | ', но не совпадающей со всей кусочной зависимостью. 


Пусть искомая функция Л(х, 5,) задана следующим выражением‘: 
|х-х, + (х-х,) +2 х, -х+\/(х, 5% += 


4. [< -х,) + = [(х, -х) + =” 
В функцию (5) включено минимально необходимое множество параметрических настроек МВИ- 
функции: 








(5) 


Меж) = 


ЕЕ: 
Здесь х,, х, — левый и правый края аппроксимируемого диапазона; = — показатель погрешно- 
сти аппроксимации. Координатные настойки х, и х, обеспечивают формирование области 
[х„›х, ‚а = — выполнение условий (2, а, 6). 


Исследование функции (5) как многопараметрической зависимости показывает, что она 
обладает шестью чрезвычайно важными для решаемой задачи свойствами. 


* Степень близости определяет точность аппроксимации. 

* Применительно к рассматриваемому произвольно ориентированному на х интервалу / =/-1 — левый край его диапа- 
зона, г =/ — правый. 

* Функция построена на основе принципов, разработанных автором для решения задач квазиоптимизации быстродействия 
законов управления [18] и обнаруживших при исследовании более широкий диапазон возможных применений [2]. 
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1. Функция (5) симметрична относительно средины диапазона | х,,х, |. 


Действительно, подстановка в (5) симметричных относительно центра диапазона 











(х.+х,) (х,+х,) (х.+х,) . 
х=—^>_ аргументов, например х =" + бих 707 даёт одно и то же вы- 
ражение 
2 2 и 2 з 
х.=х х.-х х.-х Х=Х 
0,25. Жо 5 +=? |. в) 9,5 +=| . (< р Ее) и 
2 2 2 2 
зависящее от констант функции ^ (5) — х,,х,, = и смещения б. 
, (х.+х,) В 
2. Функция (5) имеет единственный максимум в точке хт =-—^ ——^ , соответствующей 
средине диапазона [х,,х, | 
0,25 
Х(хт, х,Х,, =) =тахл(х,...) = Лт = 0,25 + я (6) 
1+ е- 5 
(х„-х,) 





и два нулевых инфимума, соответствующих пределам х > —ю и х-›®. 
Иными словами 
№ Л(х,Х,,Х,, =) =0; 


х>-— 7 
т Л (х, хи х,, =) = 0. (7 


Хо 


Действительно, вычисление частной производной по х от (5) для нахождения необходимых 
условий экстремума даёт выражение 


2% (5) о - [© -х} +=] Не 











3 


ОХ 4-ю +=], -х}+е] (8) 


+3 (ж? +х,2)+2- =? |+ х-[ж+х? + (х, +х,)-=? ] 





(х.+х,) 


Полином в числителе этой функции обращается В НОЛЬ В ТОЧКе ХТ = и асимптотически 


стремится к нулю при х > +. 
В точке хи? знаменатель дроби (8) не нулевой. Его значение определяется полиномом от 
2 
настроечных параметров функции (5) (4-2 - (х, -х,) }> О и при любых х,,х,, = положитель- 
но. Значения знаменателя (8) при асимптотическом стремлении х -> + стремятся к +ю. 
3. Функция (5) в диапазоне [2 х, | может принимать значение, сколь угодно близкое к 


единице. Причем как близость к единице, так и степень охвата диапазона эффективно настраи- 
ваются параметром =. 
Действительно, из анализа выражения (5) следует вполне ожидаемый результат, показы- 
вающий что 
ит (ЖИТ, Хи, Х,, =) =1 


при любых х,,х,. 
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Кроме того, можно показать, что 
УХ, Хи ХХ, < Хи ХЕ [хи х,[ > ТА (Х, Хи Х,, Е) =1. (9) 


Таким образом, значения функции ^(х, Жк Е) могут быть приближены к единице с любой 


требуемой для задачи точностью во всех точках интервала, исключая краевые. 

4. Функция (5) в диапазонах [ -о, х, | и | х,, ®] может принимать значение, сколь угодно 
близкое к нулю. Причём и близость к нулю, и близость к краевым точкам значения функции так- 
же эффективно настраиваются параметром =. 

Действительно, анализ выражения (5) показывает, что эта функция асимптотически при- 
ближается к нулю по мере удаления аргумента от выделяемого диапазона, т. е. 

№ (ХХХ, ,=)=0 


Хх—>—5 
Хх 
при любых х,,х,,Е. 
Кроме того, можно показать, что 


УХ, ХИ ХЕХ, < их [Хих, | > ТА (Х, Хи Хх, Е) =0. (10) 
Таким образом, значения функции ^(х, Хи Х,, =) могут быть приближены к нулю с любой требу- 


емой для задачи точностью во всех точках вне границ интервала, исключая краевые. 
5. Функция (5) в краевых точках принимает значения 
Ух хх, <х, > А(Ххи Хи Хх, Е) =А(Хи ХХ, Е) = 0,5 (11) 
при любых =. 

Это легко проверяется прямой подстановкой. 

6. Функция (5) бесконечное число раз непрерывно дифференцируема, как и любая функ- 
ция с дробным показателем степени. Это свойство чрезвычайно важно для использования ап- 
проксимационной математической модели в задачах аналитического исследования. 
Графическая иллюстрация свойств функции мультипликативного выделения интер- 
вала. На рис. 2 приведён пример, иллюстрирующий вид МВИ-функции для настроечных парамет- 
ров х, =-4, х, =4, &==0,3. Величина = завышена, чтобы показать аналитичность поведения 





функции вблизи границ выделяемого интервала. 


2 





^(х,хььх.:0,3), „(х,хььх:»0,3), ^.(х,х1»Х:›0.01) 
































Рис. 2. Графическая иллюстрация поведения МВФ при различных = 
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Здесь же показан вид этой функции, приближённый к прямоугольному импульсу при 
= = 0,01. При меньших = плавные переходы на изломе графика не различимы. Таким образом, 
параметр = является эффективным инструментом настройки точности аппроксимации. 

На рис. 2 представлен также график производной МВФ. При уменьшении = импульсы по 
краям интервала приближаются к дб -функциям. 

Выявленные шесть свойств МВФ показывают возможность реализации интервально выде- 
ленной функции на основе мультипликативной модели вида (4), которая качественно отвечает 
требованиям к функции Ё (х) ‚ сформулированным в виде условий (1—3) в общем подходе к ре- 


1 
шению задачи. 
Однако наряду с качественной возможностью реализовать «вырезание» участка функции 


в виде Ё(х) из полной зависимости ф,(х) необходимо обеспечить количественную сторону 
условий (1—3), т. е. необходимую близость этих функций внутри интервала [%Х, | и близость 


Е (х) к нулю за его границами. Аналитическое исследование и решение такой задачи является 


р 
предметом достаточно серьёзных и громоздких математических преобразований. Оно выходит за 
рамки данной работы. 

Поэтому в статье приводится частная количественная оценка влияния = на точность ин- 
тервального «вырезания», реализуемого функцией (5). Для иллюстрации этого эффекта на рис. 3 
построены графики зависимости значения функции Л(х, -Л, х,,х,,=) от = для ряда различных 


А =0,005; 0,01;0,02; 0,04; 0,1. 
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Рис. 3. Иллюстрация зависимости погрешности «вырезания» МВИ-функцией заданного интервала [х,,х, | от = при раз- 


личных Д. Сверху вниз кривым соответствуют значения Л: 0,005; 0,01; 0,02; 0,04; 0,1 


Видно, что с увеличением =, откладываемого по оси абсцисс, и с уменьшением Д, опре- 
деляющего близость исследуемой точки к границе интервала (кривые, располагающиеся выше по 
оси ординат), точность реализации нулевого значения уменьшается. Асимптотическим пределом 
этой ошибки является значение МВФ на границе, т. е. 0,5. 


Характеристики точности реализации нулевого значения Л(х, +Д,х,,х,,=) справа от 


правой границы х, зеркально аналогичны приведённым на рис. 3 в силу свойства 1 симметрич- 
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ности функции (5). Такую же оценку точности реализации единичного значения можно получить 
для точек ^(х,+А, х, Хх, Е) и Л(х, -А, Хх, х,, Е), находящихся внутри интервала, т. к. относи- 


тельно точек пересечения абсцисс х, и х, левая и правая ветви МВИ-функции при бесконечно 


большом интервале симметричны. На конечном интервале встречные ветви составляющих внут- 
риинтервального значения функции несколько снижают точность реализации единичного значе- 
ния при конкретном =, но ошибка может быть сколь угодно уменьшена снижением величины этого 
параметра. 

В поле основного графика дан наиболее полезный для оценки и выбора нужной величины 
= фрагмент начального поведения кривых. При этом параметр Д выбирают из допустимой вели- 
чины «размытия» выделяемого интервала, а = — из допустимой точности реализации как единич- 
ного значения внутри интервала, так и нулевого значения за его пределами. 

Пример реализации интервально выделенных функций и сиё-д/ие аппроксимации ими 
кусочной точечной зависимости. В качестве примера эффективного применения разработан- 
ного метода рассматривается задача математического описания зависимости одного из парамет- 
ров т. н. «стандартной атмосферы»” — температуры 7 — от высоты И. Точечные данные из таб- 
лицы, приведённой в [19], построены на рис. 4. Физические условия формирования земной атмо- 
сферы определили очевидный кусочный характер зависимости Т(п) . Общеизвестно, что в тропо- 


сфере температура линейно падает с высотой на ^^ —6,5 К/км вплоть до границы стратосферы 
(^^11 км). Далее до ^20 км она практически не меняется и держится на уровне -^216,65 К 
(—-56,5 °С) до ^20 км. Далее следует практически линейный рост до ^30 км и затем рост до 
^.50 км по криволинейной зависимости. 

Табличная форма задания параметров позволяет представлять данные с любой требуемой 
точностью, но не всегда удобна. При использовании таких данных в компьютерных расчётах 
(например, для планирования траекторий движения стратосферных летательных аппаратов и 
управления ими) удобнее иметь зависимости атмосферных параметров от высоты и других фак- 
торов в виде аналитических функций. Это избавляет вычислитель от необходимости работы с 
громоздкими массивами и решения задач интерполяции. 

В связи с этим может быть поставлена задача построения математической модели стан- 
дартной атмосферной температурной зависимости от высоты по точечным табличным данным, 
проиллюстрированным на рис. 4. При реализации первого этапа метода сиЕо/ие выделены четыре 
участка ломаной кривой: 0-11; 11-20; 20-30 и 30-45 км. Для каждого участка методами регрес- 
сионного анализа найдены аппроксимирующие их функции 


Т, (1) =288,13-6,4887 . 1; 

Т, (№) = 216,65; 

Т, (в) = 196,751 + 0,992 -1; 

Т, (№) = 492,914 21,748. +0,6165. 12 —5,1413.13. 


(12) 


Графики этих функций построены на рис. 4. Хорошо видно, что они практически совпадают с экс- 
периментальными точками на своих участках. Поэтому из них могут быть построены ИВФ с помо- 
щью МВФ, координатные параметры которых определены границами интервалов: №, =0; А =11; 


№, =20; В, =30; №, =45. Точностный параметр = =0,001 подобран экспериментально. 


* Гипотетическое вертикальное распределение температуры, давления и плотности воздуха в атмосфере Земли, которое 
по международному соглашению представляет среднегодовое и среднеширотное состояние [19]. 
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В результате из функций Т, (х) мультипликативно по формуле (4) строятся ИВФ, а из них 


по формуле (3) — итоговая «склеенная» функция: 
т (В) =Т, (1). ^(В, В, В, =)+Т, (В)-^(В, В, В, =) +Т. (В) - (В, В, В, =)-+Т. (В) -^(В, В, В, =). (13) 
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аппроксимации участков 
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Рис. 4. Международный температурный стандарт атмосферы (МСА) и функции ф, (х) аппроксимации его четырёх участков 


График этой непрерывно-кусочной функции построен на рис. 5 и визуально полностью 
совпадает с точками табличных значений температуры. Численная проверка погрешности ап- 
проксимации всех табличных данных международного стандарта атмосферы показала, что по- 
грешность полученного математического описания не превышает 0,03 К. Этот показатель значи- 
тельно превышает точность оценки, необходимую для инженерно-технических и даже научных 
расчётов с использованием предоставляемого стандартом параметра. Можно построить матема- 
тические модели и других стандартизированных параметров атмосферы, что сделает возможным 
введение в стандарт аналитических их представлений наряду с табличными. При необходимости 
точность описания табличных данных можно повысить, уточнив границы участков. 
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Рис. 5. Результат сиЕд/ие аппроксимации температурного стандарта атмосферы 


Выводы. Изложен вполне регулярный метод сиЁд/ие аппроксимации, отличающийся существен- 
ной новизной решения задачи. Известные методы аппроксимации строятся лишь на приближении 
некоторой функции к описываемой точечной совокупности или её участку. Такой подход имеет 
слабые стороны. При использовании для всей совокупности единого выражения теряется точ- 
ность описания. При использовании множества моделей для каждого аппроксимируемого участка 
возрастает громоздкость и сложность описания. Сложность кусочного описания состоит в необхо- 
димости согласования моделей по краевым условиям. 

Новизна метода сиЁд/ие аппроксимации заключается в следующем. Точностные, согласу- 
ющие и объединяющие функции разделяются между: 
— математическими моделями описания выделенных интервалов ф, (х), мультипликативно вы- 


деляющими чисто интервальные модели # (х) выражениями ^(х, 5 


1 


— аддитивной формой объединения моделей # (х) в единую функцию / (х). 


р 
Это разделение, а также применение мультипликативного выделения фрагмента аппрок- 
симирующей функции существенно упрощает решение общей задачи и открывает практически 
неограниченные возможности для повышения точности аппроксимации. 
Метод не ограничен возможностями только одномерного применения. Совершенно оче- 
видно, что он вполне применим и в многомерном случае, когда составляющие функции многих 
переменных аддитивно разделены по аргументам. 
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В рассмотренном примере метод продемонстрировал компактность, простоту реализации и 
хорошие точностные показатели и вполне может быть рекомендован для использования при ап- 
проксимационном математическом описании экспериментальных зависимостей очевидного кусоч- 
ного типа, в особенности при наличии резких сломов между участками. 
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АРРКОХТМАТТМС МАТНЕМАТТСАЕ МОШЕ ОЕМЕГОРМЕМТ АССОКОТМС ТО РОТМТ 
ЕХРЕК1МЕМТАЕ ОАТА ТНВОУСН “СОТ-СТЦЕ” МЕТНОО” 


В. А. Меудоге 


А 5о/ивоп {ю те ргоМет оп аезсн тд ехрептетеа!у офатеа аерепсдепсе$з /5 соп!егед. Тве аштог5 тетпоа 15 
Базе ироп де@та зоте /оса/ арргохйтаНоп$ оЁ падтеп оР {Тезе геайоп5, апа те! абаШме гедисйоп Ю а 
по апа/уНса! ехргез$юп. Тиз ейесеЕ 15 аЕегттеа итд зреса! ‘а!осайпд” Кипсвоп$ ИтИтад пе дота! о! поп- 
его дей оп Гог еасй о! {те арргохтайоп ипсйопз. Тре теёоа 15 са!еа “сиЕ-дие” ассогАта №0 {те арр/еа 
рипар/ез. ТВе созезЕ апа/одие о! {те ргорожей тетод 15 5р/те арргохтаНоп. Ноиеуег те “сиЕ-дие” тетпоа #5 
тисй тоге адараЫЕ, ас /# 15 Бопаеа {0 пейпег {пе питьВЕГ о! <р/пе-арргохита Ме ротёз, пог {пе Кипсвоп огаег 
арргохитайпд Ё1е агеа$. ТПе огаег о! те роупоти! арргохтапЕ, ог апо{ Тег арргохтайпд ГипсНоп, аз ие! а$ #5 
5ргисиге Гог еаср хе, сап Бе агЬйгагу. АпоПег адуатадеоиз атегепсе оЁ "сиЕ-дие” арргохтайоп соп$Ё5 т а 
по апауйс поайоп оЁ те и/по! р/есеилсе Кпсйоп т$еаа оЁ аейптд а уесог р/те-ГипсНоп Егоидв а сит- 
Бегсоте эузет о! едиаНопз. Т№/5 ейесЕ ваз Бееп асШеуеа итд ап апа/у#са! Рипсйоп арргохитайпа апа рага- 
тесайу агЬйгат/ арргоасйтд {пе Неаизае $ер Кипсоп. ТВе апауйса! ап питепса! зНис!ез ог {те ргорегиез 
апа {те ебесЁ5 ог! аррутд йе ргоро5ей те{То4 аге гезийед. Тре оМатеа гезий5 аге /изёгаёеа ий" пе зресйс 
{есйгиса/ затр/е арр/сайоп$ о! {пе теёроа {ю ргасёса!/ ргоМетз, {абшаг апа дгар!иса! аа. 

Кеуигога&: ехрептета! аерепсЕепсе, р/есеил5е ипсйоп, арргохтайоп, тир/савийу, аа ит, оегепнарКу, 
апа/уйс Гипсйоп, рагатеёс арргоасн. 


* Тне могК {5 Чопе оп {Не {ПетаНс гезеагсН р!ап оЁ {не Митеу оЁ ЕдисаНоп ап@ 54епсе оЁ 1е Виз$ап ЕедегаНоп по. 2.3.13 
“Ва!апсеЯ затр!пд те{о4 Гог этшаНоп то4е!та ргоетз ог дупатгс ргосез5ез п аЬщед обес.” 
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ЦОС 539.3 ООГ: 10.12737/3504 


ТНВЕЕ-ОТМЕМ$ТОМАЕ СОМТАСТ РВОВЕЕМ ЕОВ А ТМ/О-ГАУЕВЕО ЕХТВА ГОАОЕО 
ЕГАЗТТС ВА$Е” 


О. А. Ро7Ваг$Юу, М. М. Ведо4те 


Тре #гее-@тепзюпа!/ ба/т5 {уре сощасЕ ргоМет Гог а Ёо-!ауегеа ес Базе (а вуег сотр/Е=/у аНасйеа ю а 
ра/!-зрасе тот апойег тата!) (5 пуе5йдаеа иПеп ап ех{га Гса@та (сопсепаеа Гогсе) [5 арриеа оцё5ае те 
СОГЦасЕ агеа. ТВе согщасЕ 2опе [5 зиррозеа Ю Бе ипкпоит. Тйе рипсй ЮоЁ Югт [5 ап еИрёс рагабоо. Тре ргоБ- 
[ет /5 гедисей ю ап тедга! едиавоп ий" гезресЕ ю 1е ипкпоит сотасЕ ргез5иге @тршед т пе ипкпоип 
согасЕ гопе. ба/апоу5 теёноа оЁ поп[теаг Боипаагу едга! едиайоп$ [5 ие 0 аеегтте {те сотасЕ ргезиге 
апа {те сотасЕ гопе яти!апеои<. Сасшайоп5 таде Гог уапоиз уа/иез о! е/а5Нс апа деотеё/с рагатеегс а/- 
си! езНтайпа ап ехёга югсе триЁ ю {те дерепаепсе Бенмееп те рипсН зеШетепЕ апа 1е ГЮюгсе арр/еа ю {те 
рипсй. Тре ргоМет 15 /тронапЕ Гог {Пе $гепдЁ апа/у$5 о! согеа зиТасез оЁ иапоиз е/а$йс 5015 зибдееа ю 
соГ(асЕ апа ехга |оа@ таз. Тре 5о/иНоп сап Ве а[50 изей/ т {те вйате оЁ {пе @бсгее сопёасЕ пеогу Гог Боез 
ИМЁН гОИдВ $Иасез. 

Кеуигогаб&: {Пеогу оЁ ейзйсйу, сотасЕ ргоМетз, #о-!ауегей е/азИс Базе, поп/теаг Боипаагу едга/ едиайоп$, 
байапоу5 теёоа. 


ТиегодисНоп. Вофез мн соуейпд$ гергезеп( а улдезргеаа <а5$ оР таепа[5, зо Пе! ау Паз {Пе 
дгеаЕ {Пеогеса! ап ргасЧса! $9псапсе. |. А. байт ма ргобаЫу {Пе Яг5Е мйо Ваз сопзаегеа пе 
сотасЕ ргоЫет Гог а Ва№-5расе мЁИ ап а44 опа! сопсепга{е4 Гогсе аррйеа ощеае Пе сотасЕ агеа 
[1]. А ятйаг согасЕ ргоМет гг а мю-!ауегед ваз4с Базе маз пуезНдае4 еайег [2] уКПои{ ада! 
Чопа! Гогсе. ТНе ба!апоу5 тео4 изеа Беом/ {о {аКе {Пе аа4®опа! сопсепгае4 огсе шо ассоипе 
а!ом/ из {о езИтае {Пе тЯцепсе оЁ {Пе ежа Гогсе оп {Пе соп(асе ргеззиге а ме! аз опо {Пе Гогсе 
аррйе4 ог {Пе рипсп. Т№М5 ргоШет 15 оЁ п\егесЕ Гог {Пе сог(асЕ песпапс$ ог {Пе Бо4ез ИИ соуейпд$з. 
ЗёайетепЕ оЁ ргоЫет. Сопу!аег {Пе сопасЁ ргоМет оГ {Не таета{оп о а рипсИ тю ап еазЧс 
[ауег оЁ {Ле сКпез$ А сотрееу аКаспеч {о ап е!а$Чс Па!-зрасе. ТПе рипсИ 15 асе4 оп Бу а Гогсе Р. 
Тре Варе ог {Пе рипсН Гооё 15 дезсиБеа Бу {Пе Гипсйоп Ё(х, у. ТВе еазйс спагацен$Нс$ оЁ Пе |ауег 
апа Па!-5расе аге Су, у, ап С, \›, гезресцуе\у. Рог итрИсКу, ме аззите {На {Пе рипсН Ва$ {Пе огт 


ОГ ап ерИс рагабооа, 1. е. 
2 2 
Е (х, у) = а. + Е 
2 2К, 
Тре Гогсе Р5 аррИе4 {о {Пе рипсН $0 ат {Пе рипсй репега{е$ мои го{айоп Бу а дер{А 9. Аззите 
{Па{ ап ад4юопа! погта! сопсепгаеа Гогсе 015 аррИе4 а( {Пе рот х = с у= 0. 
Ву теап$ оЁ {Пе те{о4$ ог Пе орегаНопа! сас\ц$ [2], опе сап аейуе е ГоЙомипд и\еодга! 


едцаНоп м гезресе {о {Пе погта! сопвасЕ ргеззиге д(х, у: 


[а(тук[ ава = тв, (6-е) к [= (му) а) 


к (Е) = [ми (аи, к = (х- Е} +(у-п), В = хе) +, (2) 
м(и) = М + 4иехр(-2и) -[ехр (-4и) 
М - (1+4? +/М)ехр (-2и ) + [ехр (-4и)" 











* ТНе гезеагсй мах зирроке4 Бу пе Визап РоипааНоп Гог Вас Кезеагсй (12-01-00065). 
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-: бк, + С, ‚ Ё= бк, — бк, : 6, 23 С, ож =3-4м, (п =1,2). 
6, -б, Ск, +С, 1-у 
Неге, © 15 ап ипКпомт сотасе агеа. 
То д%егтте {Пе соппесНоп Бемееп {Пе ГЮгсе Р апа {Пе зе етепе д опе сап ие 1е пщедга! 
сопаЙюп ог едиЬйит оЁ Пе рипсй 


М 


п 


Га(х, у)ахау =Р. 


Тре ба!апоу’5 тео. То 5о\е {Пе соп(асЁ ргоБет ап едиайоп (1) ме изе {Не теоад оЁ попИп- 
еаг Боупаагу иедга! едиавоп$ Базе оп Пе {Пеогепп$ 41сиззе4 т [2, 3]. 
[её {Ле сопкасе агеа Бе а рйом таи4е4 пю {Не гебапае 
$={х|<а, У|< 6], Ь>а. 


М/е ттигодисе {Пе ГгоПомипа аптепуюопе5$ потайоп: 














Хх ' У ' К , К, , [ , в а , (в) ' 
=х, = , =А’, =К,, =б', =А, =&, =с, 
Г. ВВ г Г ВВ 
Ь Ь 9(х,у) Р [о] 
-А’, = В’, =а’(х’ у’, ЕР’, = 9’, ес. 
2 “2 ото 90, лее - олеья 9 


Ме м! ой {Пе рите$. ТНе антепюоте$$ рагатеег Л спагацентез {Пе геабуе {сКпез$ оЁ {Пе е!ас- 
{с |ауег. 

То сасшае {Пе РипсЧоп К(ё) т Югтуа (2) опе зНошА еж{гасЕ Из рипара! {егт Бу изтд {е 
иеодга! 

















[2 (меаи =1. 
о Е 
Тре вас таейа!5 спозеп Гог сасиаНоп$ апа {Пе е!азНс рагатеег$ (Уоупд'5 тодии$ Е апа Ро!$- 
. т ее Е 
5оп'5 гаНо \) аге ргезеге4 т ТаЫе 1. ТНе зПеаг под\ци$ 15 дмеп Бу Гогт Ма Сб = 5 @ у] . 
+ 
Таые 1 
Еа$Ис рагатевег$ 
Моациз Маена! Ех10* (МРа) У 
СагБоп ее! 20 0.28 
Со!4-агамип Бгаз$ 9 0.35 
Сопсге 2 0.17 

















Тре &мо ГоПомлпд сазез меге {аКеп Юг е сас\аНоп$: $%ее! оп Бгаз$ (сазе А) апа %ев| оп 
сопсгее (сазе В). ТИе уашез ог {Пе сопкасе ргеззиге д = 4(0, 0) апа ог {Пе Гогсе Р аррйеа то пе 
рипсв аге {абщакеа т ТаЫе 2 гб =А=В== = 1. 
































Таые 2 
Уаше$ оЁ ргеззиге бу апа Гогсе Р 
% Р % Р 

ь 9 г Сазе А Сазе В 

1 0.1 1.5 0.229 0.163 0.127 0.0322 
0.5 0.1 1.5 0.191 0.137 0.0631 0.0167 

1 0.05 1.5 0.236 0.183 0.159 0.0547 
0.5 0.05 1.5 0.194 0.154 0.112 0.0343 

1 0.1 1.2 0.226 0.156 0.111 0.0267 
0.5 0.1 1.2 0.188 0.129 0.0145 0.0102 

1 0.05 1.2 0.235 0.179 0.155 0.0542 
0.5 0.05 1.2 0.193 0.149 0.104 0.0304 
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Аз опе сап ее гот ТаЫе 2, Юг сазе А {Пе Гогсе Р апа Пе ргеззиге 4 аге дгеакег {Пап озе 
т сае В. Аз Пе уаше ог Л десгеасез, {Ае Гогсе Р апа {Не ргеззиге агор Бесацзе йе {юр %ее| |ауег 
Бесотез {Итпег, Аз Ле Гогсе О тсгеа5ез апа а[50 а {Пе уаие оЁ с десгеазез ({Пе Гогсе О дое$ 0 {пе 
сопкасе агеа), {Не Гогсе Рапа {Пе ргеззиге ми! агор Бесацзе оЁ {Пе Ююгсе О три Бесотез чдпЙсапе. 
Сопси$оп. ТПе оБатеЧ гезий$ Вауе а Чеаг песпагтса! эепзе перта из {о езЧта{е {Пе ех{га Гогсе 
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Трёхмерная контактная задача для двухслойного дополнительно 
нагруженного упругого основания” 


Д. А. Пожарский, М. В. Бедоидзе 


Исследуется трёхмерная контактная задача (типа задачи Галина) для двухслойного упругого основания 
(слой полностью сцеплен с полупространством из другого материала) при действии дополнительной нагруз- 
ки (сосредоточенной силы) вне области контакта. Предполагается, что зона контакта неизвестна. Форма 
основания штампа — эллиптический параболоид. Задача сводится к интегральному уравнению относительно 
неизвестного контактного давления, распределённого в неизвестной области контакта. Используется метод 
нелинейных граничных интегральных уравнений, предложенный Галановым и позволяющий одновременно 
определить контактные давления и область контакта. Расчёты, сделанные для различных значений упругих 
и геометрических параметров, позволяют оценить вклад дополнительной силы на зависимость между осад- 
кой штампа и приложенной к штампу силой. Задача важна для анализа контактной прочности поверхностей 
упругих тел, имеющих покрытия. Найденное решение также полезно в теории дискретного контакта шерохо- 
ватых тел. 

Ключевые слова: теория упругости, контактные задачи, двухслойное упругое основание, нелинейные гра- 
ничные интегральные уравнения, метод Галанова. 





* Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (№ 12-01-00065). 
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Исследование возможности применения бионических методов пчелиных 
колоний для реализации криптоанализа классических шифров перестановок” 


Ю. О. Чернышёв, А. С. Сергеев, Е. О. Дубров, А. Н. Рязанов 


Рассматривается возможность применения алгоритмов пчелиных колоний для реализации криптоанализа 
шифров перестановок. Данная задача является классической оптимизационной задачей, для решения кото- 
рой применяются известные методы пчелиных колоний, относящихся к сравнительно новому классу биоин- 
спирированных оптимизационных методов. Показано, что данная задача является частным случаем задачи о 
назначениях и может быть решена с помощью алгоритма пчелиных колоний, основу поведения которых со- 
ставляет самоорганизация, обеспечивающая достижение общих целей роя. На первом этапе с помощью 
пчёл-разведчиков формируется множество перспективных областей-источников, на втором этапе с помощью 
рабочих пчёл-фуражиров осуществляется исследование окрестностей данных областей. При этом основная 
цель колонии пчёл — найти источник, содержащий максимальное количество нектара. Рассмотрены методы 
представления решения (позиции в пространстве поиска), приведена формула для определения значения 
целевой функции (количества нектара). Показано, что целью поиска является определение оптимальной 
комбинации символов с максимальным значением целевой функции. Приводится описание основных этапов 
алгоритма пчелиных колоний, а также пример его работы. 

Ключевые слова: криптоанализ, задача о назначениях, биоинспирированные методы, алгоритм пчелиных 
колоний, рабочие пчёлы (фуражиры), пчёлы-разведчики, шифр перестановки. 


Введение. В последние годы интенсивно разрабатывается новое научное направление под 
названием «природные вычисления», объединяющее математические методы, в которых заложен 
принцип природных механизмов принятия решений. Как отмечено в [1], научное направление 
«природные вычисления» объединяет такие разделы, как эволюционное программирование, 
нейросетевые вычисления, алгоритмы роевого интеллекта, муравьиные и генетические алгорит- 
мы. В моделях и алгоритмах эволюционных вычислений ключевым элементом является построе- 
ние начальной модели и правил, по которым она может изменяться (эволюционировать). В тече- 
ние последних лет были предложены разнообразные схемы эволюционных вычислений, в том 
числе генетические алгоритмы, генетическое программирование, эволюционные стратегии, эво- 
люционное программирование. Общие концепции и методологический подход к построению эво- 
люционных вычислений, основанных на природных системах, а также основные гипотезы, зако- 
номерности и положения концепции эволюционных вычислений отмечены в [2, 3]. В настоящее 
время известны применения генетических алгоритмов для оптимизации широкого круга задач, в 
том числе задач криптоанализа. В [4-9] авторами рассматривались методы организации крипто- 
графических атак на традиционные симметричные криптосистемы, использующие шифры пере- 
становки и замены, а также на блочные криптосистемы с использованием биоинспирированных 
методов. Следует заметить, что задачи такого типа относятся к переборным задачам с экспонен- 
циальной временной сложностью. Побудительным мотивом для разработок новых алгоритмов яв- 
ляются возникшие потребности в решении задач большой размерности [10]. Анализ исследований 
показывает, что наиболее успешными в данных условиях являются методы, в которых заложены 
принципы природных механизмов принятия решений. Недостатком генетических алгоритмов яв- 
ляется наличие «слепого» поиска, что приводит к увеличению времени поиска, генерации боль- 
шого количества одинаковых и плохо приспособленных решений, что может привести к попада- 
нию в локальный оптимум [11]. Поэтому представляет интерес применение эвристических мето- 


* Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 12-01-00474). 
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дов, инспирированных природными системами, в которых осуществляется поэтапное построение 
решения задачи (то есть добавление нового оптимального частичного решения к уже построен- 
ному частичному оптимальному решению). Одной из последних разработок в области роевого 
интеллекта является алгоритм пчёл, который довольно успешно используется для нахождения 
экстремумов сложных многомерных функций [10]. 

Первые публикации, посвящённые пчелиным алгоритмам для нахождения экстремумов 
сложных многомерных функций, относятся к 2005 году [12, 13]. В [14] рассмотрена суть этого ал- 
горитма, приведено сравнение алгоритма пчёл с генетическим алгоритмом и алгоритмом, моде- 
лирующим поведение муравьев. Описание алгоритма, основанного на поведении колонии пчёл, 
приводится в [15, 16, 17]. Исследование пчелиных алгоритмов для решения комбинаторных тео- 
ретико-графовых задач (задача разбиения графа, раскраска графа, сравнение с другими «биоин- 
спирированными» методами) приводится в [18, 19]. Можно отметить также работы [20, 21], по- 
свящённые рассмотрению алгоритма решения задачи размещения на основе моделирования по- 
ведения пчелиной колонии, основным принципам работы простого пчелиного алгоритма, улуч- 
шенного пчелиного алгоритма, алгоритма колонии пчёл, моделирующих поведение пчёл в живой 
природе в поисках нектара. Алгоритм разложения составных чисел на простые сомножители с 
использованием пчелиных колоний, используемый при криптоанализе алгоритма В$А, описан ав- 
торами в [22, 23]. Обзор актуальных алгоритмов и методов роевого интеллекта (муравьиных, 
пчелиных алгоритмов, метода роя частиц), их отличительные особенности, достоинства, недостат- 
ки и возможности практического применения приведены в [24]. 

В настоящей работе рассматривается метод криптоанализа классических шифров пере- 

становок, основанный на применении к данной задаче отмеченного выше известного метода мо- 
делирования поведения пчелиной колонии и относящегося к сравнительно новому классу биоин- 
спирированных оптимизационных методов. 
Понятие шифров перестановок. В качестве первичного признака, по которому производится 
классификация шифров, используется тип преобразования, осуществляемого с открытым текстом 
при шифровании. Если буквы открытого текста при шифровании только меняются местами друг с 
другом, то данный шифр относится к классу шифров перестановок [25, 26]. Результатом приме- 
нения данного класса шифров к открытому тексту является строка символов (криптограмма), по- 
лучаемая путём перестановки символов открытого текста в определённом порядке. 

Таким образом, полученная криптограмма включает только те символы, которые состав- 
ляют открытый текст. Отсюда следует, что задача определения открытого текста заключается в 
определении позиций для назначения символов криптограммы таким способом, при котором це- 
левая функция, определяющая оптимальность исходного текста, достигает экстремума. То есть 
данная задача криптоанализа, по сути, является частным случаем задачи о назначениях, цель кото- 
рой — определить экстремум затрат, необходимых для обмена ресурсами между всеми объектами. 

Как и в предыдущих работах [8, 27], для решения задачи криптоанализа определим 


Х; =1, если объект / назначен в пункт Ди Х, =0 в противном случае. Предположим, что С, — 


1 
вероятность того, что за символом в позиции / должен следовать символ в позиции /-+1. Кроме 
этого, введём параметр О,, показывающий, насколько фрагмент текста из / символов носит 


осмысленный характер, то есть совпадает с словарным запасом языка. В этом случае оптимизаци- 
онная модель будет иметь вид: 


п Ш 
=>» ОС,Х, — тах. (1) 
1 7 

Элементы С, задаются в виде матрицы размерности пх л (п — число символов текста). 


Отметим, что таблицы частот биграмм русского языка приведены, например, в [26]. 
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Таким образом, множество вариантов решений определяется числом перестановок Р =п! 
без повторений л символов, входящих в шифртекст в л позициях. Даная задача имеет комбина- 
торный характер, что приводит к необходимости использования метаэвристических алгоритмов. 
Алгоритм решения. Основу поведения пчелиного роя составляет самоорганизация, обеспечи- 
вающая достижение общих целей роя при двухуровневой стратегии поиска. На первом уровне с 
помощью пчёл-разведчиков формируется множество перспективных областей-источников, на 
втором уровне с помощью рабочих пчёл-фуражиров осуществляется исследование окрестностей 
данных областей. При этом основная цель колонии пчёл — найти источник с максимальным коли- 
чеством нектара [10]. 

В алгоритме каждое решение представляет собой позицию в пространстве поиска, со- 
держащую определённое количество нектара. При этом данное количество нектара определяет 
значение целевой функции в этой точке. Решение задачи криптоанализа представляет собой 
последовательность символов алфавита х,, х,,....Х„, пройденных при перемещении агента- 
пчёлы в пространстве поиска. Целью поиска является определение оптимальной комбинации 
(последовательности прохождения) символов с максимальным значением А. Значение целевой 
функции К определяется комбинациями символов, пройденных агентами-пчёлами, в соответ- 
ствии с (1). 

Таким образом, итерационный процесс поиска решений при реализации алгоритма заклю- 
чается в последовательном перемещении агентов-пчёл в новые позиции в пространстве поиска. 

Основная идея пчелиного алгоритма заключается в том, что все пчёлы на каждой итера- 
ции будут выбирать как элитные участки для исследования, так и участки в окрестности элитных, 
что позволяет разнообразить популяцию решений, а также увеличить вероятность обнаружения 
решений, близких к оптимальным [21]. 

Таким образом, в соответствии с [10, 21] общую структуру пчелиного алгоритма предста- 
вим в следующем виде. 

Формирование пространства поиска. 

Оценка целевой функции (ЦФ) пчёл в популяции. 

Поиск агентами-разведчиками перспективных позиций для поиска в их окрестности. 
Выбор пчёл с лучшими значениями ЦФ с каждого участка. 

Отправка пчёл-фуражиров для случайного поиска и оценка их ЦФ. 

Формирование новой популяции пчёл. 

Если условия окончания работы алгоритма выполняются, переход к 8, иначе к 2. 

. Конец, 

Первым этапом пчелиного алгоритма является формирование пространства поиска. Пози- 
ция а, пространства поиска представляет собой размещенный в пространстве символ алфавита 
текста. При этом будем предполагать, что каждая пчела-агент содержит в памяти упорядоченный 
список ЕЁ. ={е ЕЯ как, п} посещённых символов. Список Ё„ поставленный в соответствие 


о чяткююн 


$1 1 
каждому символу в пространстве поиска, который посетила пчела, фактически представляет ре- 
шение — исходный текст, для которого может быть определена ЦФ. В случае текстов достаточно 
большой размерности для оценки ЦФ может быть применена функция Якобсена, использованная 
для криптоанализа в [28-30]. В случае строк незначительной длины для оценки качества рас- 
шифрования может быть использована формула (1). 

Основной операцией пчелиного алгоритма является исследование окрестностей перспек- 
тивных позиций в пространстве поиска. Пусть пространство поиска, в котором размещены симво- 
лы алфавита шифртекста, представляет собой прямоугольную матрицу А размером тх 7. Назо- 
вём окрестностью размера Л позиции а; множество позиций а, находящихся на расстоянии 
(определяемом как количество элементов матрицы), не превышающем ^, от позиции а.. 
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Таким образом, для реализации пчелиного алгоритма необходимо задание следующих па- 
раметров: количество пчёл-агентов М, количество итераций [/, количество агентов-разведчиков 
п, количество агентов-фуражиров п; значение максимального размера окрестности Лмакс. 

На / =1 итерации алгоритма л. агентов-разведчиков случайным образом размещаются в 
пространстве поиска, то есть выбирается произвольным образом пл, символов в матрице А. По- 
скольку на начальном этапе фрагменты текста не определены (состоят из одного символа), зна- 
чение ЦФ А на начальном этапе полагается равным малому положительному числу. 

На следующем шаге алгоритма выбирается ль базовых (лучших) решений, у которых зна- 
чения ЦФ А не хуже, чем значения ЦФ у любого другого решения. На начальной итерации этот 
выбор осуществляется, очевидно, случайным образом. Формируется множество базовых позиций 
А, ={аь} в пространстве поиска, соответствующих базовым решениям. 


На следующем шаге алгоритма в окрестности каждой базовой позиции направляется за- 
данное число пчёл-фуражиров. Отметим, что в [10] предлагается три основных подхода к опре- 
делению числа агентов-фуражиров, направляемых в окрестности базовых позиций: равномерное 
распределение фуражиров по базовым позициям, распределение пропорционально значению ЦФ 
позиции и вероятностный выбор. 

После выбора агентом-фуражиром п» базовой позиции а; реализуется случайный выбор 
позиции а., расположенной в окрестности базовой позиции а;. При этом случайным образом опре- 
деляется значение окрестности ^ в границах 1 < Л < Льак. 

Таким образом, будем предполагать, что каждая пчела-агент содержит в памяти упорядо- 
ченный список Е, посещённых символов пространства поиска с определённой для этого списка 
ЦФ, и данная последовательность ставится в соответствие последнему посещённому пчелой- 
агентом символу (позиции) пространства поиска. Аналогично [10] введём понятие области 2, 
представляющей собой ДР, =а, Ц0О,, где О; — множество позиций, выбранных агентами- 


фуражирами в окрестности позиции а; В каждой области 0); выбирается позиция (символ) а с 
лучшей оценкой ЦФ А’, которую назовём оценкой области 0). Среди всех оценок областей А’ вы- 
бирается лучшая оценка А’ и соответствующее решение (список 2.). Лучшее решение (вариант 
исходного текста) запоминается, и осуществляется переход к следующей итерации. 

На последующих итерациях алгоритма л„ агентов-разведчиков отправляются на поиск 


новых позиций (ли < 7). Множество базовых позиций А, (/) формируется из двух частей А, (1 ) 
и А, (/): 
А, (1) =А, (ПА, (1). 
Часть А», (1 ) содержит лы лучших решений а’, найденных в каждой из областей на итера- 
ции /-1, часть А, (/) содержит ль лучших решений из ли позиций, найденных пчёлами-развед- 


чиками на итерации /; 
Следовательно, Пы + Пы = Пь. Далее, как и на первой итерации, определяется число аген- 
тов-фуражиров, отправляемых в окрестности каждой базовой позиции. Каждым агентом- 


фуражиром лу выбирается базовая позиция а, (/), а также позиция а, (/), расположенная в 
окрестности этой базовой позиции. Формируются области Ш, (/). В каждой области 20, (/)} выби- 
рается лучшая позиция а’ с лучшей оценкой ЦФ А’, среди оценок А’ выбирается лучшая К". Если 
К” (Г) предпочтительней, чем А” (/-1), то соответствующее решение запоминается, и осуществ- 
ляется переход к следующей итерации. 
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Таким образом, алгоритм криптоанализа на основе пчелиной колонии можно сформулиро- 
вать в следующем виде: 

1. Определить начальные параметры алгоритма: количество пчёл-агентов / количество 
итераций /; количество агентов-разведчиков л„; количество агентов-фуражиров пл; значение мак- 
симального размера окрестности Л»ак; количество базовых позиций ль лы — количество базовых 
позиций, формируемых из лучших позиций а’, найденных на /-1 итерации; пи — количество 
агентов-разведчиков, выбирающих случайным образом новые позиции на итерациях 2, 3, ..., [; 
Пь> — количество базовых позиций, формируемых из пи новых лучших позиций, найденных аген- 
тами-разведчиками на / итерации. 

2. Задать номер итерации / =1. 

3. Разместить п, агентов-разведчиков случайным образом в пространстве поиска, то есть 
выбрать произвольным образом п, символов в матрице А. Положить значение ЦФ А равным мало- 
му положительному числу. 

4. Сформировать множество ль базовых решений и соответствующее множество базовых 


позиций А, = {а} с лучшими значениями ЦФ К. 


5. Г =1 (задание номера агента-фуражира). 
6. Выбор базовой позиции а, = А,. 


7. Выбор позиции а, (/), расположенной в окрестности базовой позиции а, не совпадаю- 


щей с ранее выбранными на данной итерации позициями, и соответствующего решения (списка 2.). 
8. Включить позицию а; в множество О; (где О; — множество позиций, выбранных аген- 
тами-фуражирами в окрестности позиции а). 
9. Для всех вновь включенных позиций рассчитать и поставить им в соответствие реше- 
ния Е; и соответствующие значения ЦФ К. 


10. Г=Г+1, если Ё > п, , переход к п. 11, иначе к п. 6. 


11. Сформировать для каждой базовой позиции а; области О, =а, ЦО,. 

12. В каждой области ДР; выбрать лучшую позицию ас лучшим значением ЦФ т 

13. Среди всех значений К’ выбрать лучшее значение К и соответствующее решение 
(список позиций Е”). 


14. Если значение К”(/) предпочтительней значения К” (/-1), то сохранить значение 


К" (Г), в противном случае сохранённым остается значение К" (/-1). 


15. Если /< [ (не все итерации пройдены), / = / +1, переход к п. 16, иначе к п. 20. 

16. Начать формирование множества базовых позиций. Во множество А включается пы 
лучших позиций, найденных агентами среди позиций а; в каждой из областей Д;на итерации /-1. 

17. Разместить пи агентов-разведчиков случайным образом в пространстве поиска для 
выбора ли позиций в пространстве поиска. 

18. Включить в множество А» пПь» лучших позиций из множества п„ новых позиций, 
найденных агентами-разведчиками на итерации /. Следовательно, п» + пы = ль. 

19. Определить множество базовых позиций на итерации / как А, (/) = А» (1) ЦА, (1). 
Перейти к п. 5. 

20. Конец работы алгоритма, список Е” — вариант исходного текста с лучшим значени- 
ем ЦФ А”. 
Демонстрационный пример. Рассмотрим пример реализации представленного выше алгоритма 
криптоанализа, аналогичный приведённому в [8, 26]. Пусть задана строка символов: БКСОА. Тре- 
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буется определить возможную перестановку символов, входящую в словарный состав языка. Мат- 


рица С, ‚ показывающая частоту биграмм, приведённая в [8, 26], показана на рис. 1. 


Определим пространство поиска в виде матрицы А размером 11 х 11, заполненной симво- 
лами из алфавита шифртекста, размещёнными случайным образом в ячейках с соответствующими 
координатами (рис. 2). При реализации алгоритма будем предполагать, что выбор позиции а. 
расположенной в окрестности базовой позиции а, производится пропорционально значению ЦФ А 
полученного решения (списка 2Р.). 


Б к с о А 

Б 0,01 0,01 0,1 0,5 0,6 
к 0,01 0,01 0,01 0,5 0,4 
с 0,05 0,08 0,05 0,6 0,3 
о 0,6 0,3 0,5 0,02 0,1 
А 0,6 0,6 0,6 0,1 0,01 


Рис. 1. Матрица С, элемент С, которой определяет вероятность соседства в тексте символов /и ] 
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Рис. 2. Матрица А, представляющая пространство поиска для пчелиного алгоритма 





Итерация 1. 

1. Определим количество агентов-разведчиков п, =7 и разместим их случайным образом 
в пространстве поиска, то есть выберем произвольным образом л; символов в матрице А. Пусть 
это будут символы К(5, 6), С(7, 4), А(1, 4), А(1, 6), Б(6, 9), О(10, 4), К(11, 1), выделенные на рис. 2 
курсивом. Положим значение ЦФ К для всех позиций равным малому положительному числу 
К = 0,001. 

2. Определим множество базовых решений п, =5 и соответствующие базовые позиции с 
лучшими значениями ЦФ (на этом этапе их выберем произвольно). Пусть это будут позиции 
А, = {К (5, 6), Б(6, 9), С(7, 4), 0(10, 4), А(а, 4)}. 

3. Определим число агентов-фуражиров п; =6 и размер окрестности Лмас = 3. Пусть ба- 
зовые позиции выбираются в следующем порядке А, О, Б, К, С, О и им ставятся в соответствие 
следующие позиции а;: А-К(2, 2); О—>А(9, 4); Б->К(7, 9); К->С(4, 4); С>К(8, 3); О->А(11, 2). Та- 
ким образом, на данном шаге мы будем иметь следующий список позиций, решений и соответ- 
ствующих значений ЦФ: позиции К( 5, 6), Б(б, 9), С(7, 4), 0(10, 4), А(1, 4), К =0,001 , список Е 
состоит из одного символа; позиция К(2, 2), Е ={АК}, К=0,6; позиция А(9, 4), Е ={ОА}, 
К =0,1; позиция К(7, 9), Е ={БК}, В =0,01; позиция С(4, 4), Е ={КС}, К =0,01; позиция 


К(8, 3), К=0,08; позиция А(11, 2), Е ={ОА}, К=0,1. Области [у будут иметь вид: 
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В. ={[А(1,4),К(2,2)|; 2, ={[0(10,4), А(9, 4), А(11,2)}; 2, ={5(6,9),К(7,9)}; 2, ={к(5,6), С(4,4}}; 
В, = {С(7,4),к(8,3}. 

4. В каждой области О; выберем лучшую позицию а/ с лучшим значением ЦФ К”. Получим 
В—К(2, 2). К’ =0,6; [»—А(9, 4), К'=0,1; 23—К(7, 9), Кз'=0,01; 2»—>С(4, ®) Ка’ =0,01; 25—к(8, 3), 
Ю5'=0,08. 

5. Выбирая среди всех значений А’ лучшее значение, получим, что К”(1)=0,6; 
Е" (1) = {АК}. 

6. Полагаем /=2. 

Итерация 2. 

1. Определим число П„ =3. Во множество Ав включается пы лучших позиций, найден- 
ных агентами среди позиций а’ в каждой из областей [0; на итерации 1. Получим 
Ан = {К (2, 2), А(9, 4), К(8, 3 Этим позициям поставлены в соответствие списки, представ- 
ленные на рис. 3. 

2. Определим количество агентов-разведчиков п, =5 и разместим их произвольным обра- 
зом в пространстве поиска. Пусть будут выбраны символы О(7, 6), О(10, 3), Б8, 1), А(8, 6), К(З, 10). 

3. Включение в множество Аь п, =2 лучших позиций из множества п» новых позиций, 


найденных агентами-разведчиками на итерации 2. Пусть А,› = [0 (10, 3), Б(8, 1}. Таким обра- 
зом, И +7,, =5 и А, = К(2, 2), А(9, 4), К(8, 3), 0(10, 3), Б(8, 1}. 


4. Как и ранее, полагаем п, =6 и размер окрестности Л»ма« = 3. Пусть базовым позициям 
ставятся в соответствие следующие позиции из их окрестностей: К(2, 2)>0(2, 3); А(9, 4)>Б8, 5); 
КС8, 3)>068, 2); 0(10, 3)->А(11, 2); Б8, 1)>А(10, 1); О(10, 3)>С(11, 4). Таким образом, на данном 
шаге мы будем иметь следующий список позиций, решений и соответствующих значений ЦФ: пози- 
ция К(2, 2), Е ={АК}, В =0,6; позиция А(9, 4), Е ={ОА}, К =0,1; позиция К(8, 3), Е = {СК}, 
К =0,08; позиции 0(10, 3), Б8, 1), К =0,001, список Е состоит из одного символа; позиция 
0(2, 3), Е ={АКО}, К =1,1; позиция Б(8, 5), Е ={ОАБ}, К =0,7; позиция 08, 2), Е = {СКО}, 
К =0,58; позиция А(11, 2), Е ={ОА}, К =0,1; позиция А(10, 1), Е ={БА}, К =0,6; позиция 
С(11, 4), Е = {оС} ‚ В =0,5. Отметим, что фрагменты текста, состоящие из трёх и более символов, 
умножим на значения О; в соответствие с частотой встречаемости. Для списков АКО, ОАБ, СКО по- 
ложим соответственно © =0,6; О =0,6; О =1. В этом случае для позиции О(2, 3), Е = {АКО}, 
К =0,66 ; для позиции Б(8, 5), Е ={ОАБ], К =0,42 ; для позиции 0(8, 2), Е = {СКО}, К =0,58. 
Области СД; будут иметь вид Др. = {К(2, 2), (2, 3}} м2 ={А(9, 4), Б(8, 5}; р, = [К (8, 3),0(8, 2)} : 
р, ={0(10,3), А(11,2), С(11,4)}; 2, ={Б(8,1), А(10,1}}. 

5. В каждой области О; выберем лучшую позицию а; с лучшим значением ЦФ А». Получим 
2->0(2, 3), Е’=0,66; Г» 58, 5), Ю=0,42; [2:—0(8, 2), Ю’=0,58; [%—С(11, 4), Ю’=0,5; 
2.—А(10, 1), В’ =0,6. 

6. Выбирая среди всех значений А’ лучшее значение, получим, что А" (2) =0,66; 
Е*(1 = {АКОТ. 


7. Полагаем /=3. 


68 


Вестник ДГТУ. 2014. Т. 14, №1 (76) 









































110 АШОАС ОШО О К А! Б 
065 С КАБО] ББ Б ос 
ЭЗАСАКСБК О С ос 
8КАСКББА О К БТА 
7СО ББ АА ККС К А! Б 
6бБАБОККАО А К БК 
5БА\Б КО А|\|А|Б С С | Б 
АБ АСАА С А ГМА ОС 
300сБ К! Б|Б|СК|Б ОБ 
210 4КОоОКАС С О Б СА 
11БКБОБКА|Б С А! К 

1 21345161718 9 10 | 11 















































Рис. 3. Матрица А, представляющая пространство поиска для пчелиного алгоритма после 1 итерации 


Итерация 3. 
1. Определим, как и ранее, число п», =3. Во множество Ав включается пы лучших пози- 
ций, найденных агентами среди позиций а’ в каждой из областей 0; на итерации 2. Получим 


Ам = {0 (2, 3), А(10, 1), 0(8, 2) . Этим позициям поставлены в соответствие списки, представ- 


ленные на рис. 4. 

2. Определим количество агентов-разведчиков п, =5 и разместим их произвольным об- 
разом в пространстве поиска. Пусть будут выбраны символы К(2, 2), О(1, 11), К(8, 3), А(10, 11), 
А(З, 9). 

3. Включение в множество А, П„, =2 лучших позиций из множества ли новых позиций, 
найденных агентами-разведчиками на итерации 2. На данной итерации, А,, = {к (2, 2), К (8, 3}. 
Таким образом, п»; + П› =5 и А, = {0(2, 3), А(10, 1), 0(8, 2), К(2, 2), К(8, 3}. 

4. Полагаем п; =6 и размер окрестности Лма« = 3. Поставим базовым позициям в соот- 


ветствие следующие позиции из их окрестностей: 0(2, 3)>Б(4, 3); А(10, 1)>К(11, 1); 
0(8, 2)->А(10, 1); К(2, 2)>0(З, 2); КЁ8, 3)>А(9, 4); 0(8, 2)>Б8, 1). Таким образом, получаем 
следующий список позиций, решений и соответствующих значений ЦФ: позиция 0(2, 3), 
Е ={АКО}, К =11; позиция А(10, 1), Е ={БА}, В =0,6; позиция 0(8, 2), Е = {СКО}, К =0,58; 


позиция К(2,2), Е ={АК}, К=0,6; позиция К(8, 3), Е ={СК}, К=0,08; позиция Б(4, 3), 
Е ={АКОБ}, К =1,7; позиция К(11, 1), Е ={БАК}, К=1,2; позиция А(10, 1), Е = {СКОБА}, 
К =1,78; позиция 0(3, 2), Е ={АКО}, В =11; позиция 0(9, 4), Е = {СКООА}, К =0,7 ; позиция 
Б(8, 1), Е = {СКОБ} ‚ К =1,18. Фрагменты текста, состоящие из трёх и более символов, умножим 
на значения О; в соответствие с частотой встречаемости. Для списков АКО, СКО, АКОБ, БАК, СКО- 
БА, СКООА, СКОБ положим соответственно О=0,6; О=1; О =0,7; О=1; О=1; О=0,8; 
@ =1. В этом случае для позиции О(2, 3), Е ={АКО], К =0,66 ; для позиции 0(8, 2), Е = {СКО}, 
К =0,58 ; для позиции Б(4, 3), Е ={АКОБ!, К =1,19; для позиции К(11, 1), Е ={БАК}, К =1,2; 
для позиции А(10, 1), Е ={СКОБА} , К =1,78; для позиции О(З, 2), Е = {АКО!, К =0,66 ; для по- 
зиции 0(9, 4), Е ={СКООД} , Е =0,56 ; для позиции Б(8, 1), Е = {СКОБ} , Е =1,18. 


Таким образом, на данной итерации позиции А(10, 1) соответствует список Е = {СКОБА} с 








максимальным значением ЦФ А = 1,78. Данная позиция, очевидным образом, будет включена в 
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множество Аь для следующей итерации алгоритма, и списки с лучшим значением ЦФ будут осу- 
ществлять постепенное заполнение популяции решений. 
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Рис. 4. Матрица А, представляющая пространство поиска для пчелиного алгоритма после 2 итерации 


Заключение. Рассмотрена возможность применения метода пчелиной колонии для решения за- 
дачи криптоанализа перестановочного шифра, приведён пример, иллюстрирующий схему реали- 
зации алгоритма. В отличие от классических подходов, описанных, например, в [10, 15], в задаче 
криптоанализа осуществляется поиск экстремума немонотонной функции, то есть построение 
списка Е с наилучшим значением ЦФ не означает его оптимальность на последующих итерациях. 
В связи с этим при реализации алгоритма может оказаться целесообразным учитывать следующие 
отличительные особенности: 

® пространство поиска должно быть достаточно большим для предотвращения попадания в ло- 
кальный оптимум; 

» на каждой последующей итерации сохраняются списки, поставленные в соответствие каждому 
символу пространства поиска на предыдущей итерации (как показано на рис. 4); 

® при наличии временных и вычислительных ресурсов подсчёт целевой функции для каждого 
списка может производиться после достижения списком длины шифруемого текста (как при реа- 
лизации муравьиного алгоритма криптоанализа, описанного в [8]); 

» для предотвращения попадания в локальный оптимум могут также использоваться операторы, 
применяемые в эволюционном моделировании (например, оператор мутации). 

Заметим, что при достаточно большом количестве итераций количество списков становит- 
ся достаточно большим, и работа алгоритма может осуществляться аналогично работе генетиче- 
ского алгоритма. Отметим также, что поскольку задача криптоанализа является оптимизационной 
задачей и в общем случае может интерпретироваться как задача формирования упорядоченных 
списков, то, как отмечено в [10], алгоритмы пчелиных колоний могут являться эффективным спо- 
собом поиска рациональных решений для данного класса задач. 
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КЕЗЕАВСН ОМ АРРЕТСАВТИТУ ОЕ ВТОМТС ТЕСНМТОЧЕ$ ОЕ АКТТЕТСТАЕ ВЕЕ 
СОГОМТЕ$ РОВ ТМРЕЕМЕМТАТТОМ ОЕ СЕА$$ТСАЕ ТВАМ$РОЗТТТОМ 
СТРНЕВ СВУРТАМАЕУ$Т$” 


у. О. СпегпузНех, А. $. бегдеуем, Е. О. БиБгом, А. М. Вуагтапоу 


Тре аррИса у оЁ {те Мопс {есптиез о! агийс! Бее соогиез Гог {пе трететайоп ог пе са$Гса! вгап5роз!- 
оп срВег сгурапа!у$65 [5 сопз!аегеа. Тве ргоМет /5 а сазз/са/ орйтиайоп ргоМет Ю {те зо/ивоп оЁ и!исв пе 
Кпоит {есртдие$ оЁ агИйс!а! Бее сооте$ га!еп иййт а геаНуе пеи/ са55 о БМотзр!иеа оритЁаНоп те оаб 
аге арр/ед. 1# 15 зпоит {таЁ 15 [5 а зибрго ет о! а/осайоп, апа й сап Бе 5ое4 ит ап ага! Бее соопу 
а/дотйт, аз не Бее Бейаиог рипс!рЕ [5 а зе/!Р-огдаг/гаНоп ае/!мегттд а соШесйуе зиагт доа/. АЕ {пе Пт$Е аде, а 
5еЕ оЁ ргот/5та агеа-5о0игсез 15 югтед ий! {пе а/А оЁ сои Веес, аЁ {те $есопа $аде, йе педИЬогтооа о! Тезе 
агеах [5 ехр/огеа илёН {те а/а о! Гогадтд Беез. АЕ 5, те тат доа! о! {Те Бее соопу /5 Ю па а зоигсе ин а 
тахйтит атоипЕ о! песца: 5оивоп гергезеаноп теёосб (ро$оп5 т зеагсй 5расе) аге сопз/аеге4, а ГогтШа 
Юг ЧЕептт/тд ап оБуесЕ Гипсвоп уаие (атоипЕ оЁ песёаг) 15 сИуеп. ТЕ 15 зроит {паЕ {пе фагдЕЕ зеагсй 15 {Те аЕ- 
{етттайоп оЁ ап орйта!/ зутро! сотЬтайоп ий" пе МопезЕ уа/ие оЁ пе оБесёйуе Юипсйоп. Рипср/е $адез о! 
{Пе ага! Бее со/опу а/догВт, а иЕ/! аз ап ехатрие о! №5 арр/саНоп, аге д№еп. 

Кеуигога&: сгур{апа/уз!5, ргоБет о! аосайоп, Бютзрией теёосб$, агийаа/ Бее соопу адогЁйт, иогкег-Беез 
(Гогадегс), зсоиЕ-Бее, вапзро$!оп срПег 


* ТНе гееагсй {5 аопе мЁй е йпапда! зирро #тот {Не Киз$ап РоипааНоп Гог Вас ВезеагсН (ргодесе 12-01-00474). 
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ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ 





УДК 51:621.891+06 ООТ: 10.12737/3506 


Стратифицированное течение трёхслойной смазки в зазоре 
упругодеформируемого упорного подшипника, обладающего повышенной 
несущей способностью” 


К. С. Ахвердиев, В. М. Приходько, С. В. Митрофанов, Б. Е. Копотун 


На основе уравнений Навье — Стокса и уравнения Ламе для случая «тонкого слоя» приводится метод фор- 
мирования точного автомодельного решения задачи гидродинамического расчёта упругодеформируемого 
упорного подшипника с адаптированным профилем его опорной поверхности, работающего на трёхслойной 
смазке. Дана оценка влияния параметров, характеризующих адаптированный контур опорной поверхности 
ползуна, деформацию опорного слоя, вязкостное отношение слоёв и их протяжённостей на основные рабо- 
чие характеристики упорного подшипника. Установлены значения этих параметров, обеспечивающие рацио- 
нальный, по несущей способности и силе трения, режим работы рассматриваемого упорного подшипника. 
Кроме того, установлены оптимальные области изменения конструктивных, режимных и всех функциональ- 
ных параметров, определяющих работоспособность подшипников. Полученные данные позволяют создать 
базу данных для проектирования упорных подшипников, работающих на трёхслойной смазке. 

Ключевые слова: адаптированный профиль, опорная поверхность, упругогидродинамический параметр, 
трёхслойная смазка, несущая способность, сила трения. 


Введение. Как известно, работа машин и их долговечность в значительной степени зависят от 
конструкции и качества подшипниковых узлов. Улучшение работы узлов трения может быть до- 
стигнуто совершенствованием методов расчёта подшипниковых узлов и их конструкций. В новых 
машинах и механизмах, как правило, проектируется рост скоростей вращающихся узлов, увели- 
чение статических и ударных нагрузок, действующих на опоры скольжения. Задачей современной 
инженерной практики является повышение требований, предъявляемых к подшипникам скольже- 
ния. Это, прежде всего, обеспечение надёжной работы подшипников скольжения [1—5]. Указан- 
ное требование выполняется при использовании упругих и податливых подшипников. В настоя- 
щее время возрос интерес к применению в узлах трения машин и механизмов упругодеформиру- 
емых подшипников, поскольку они обеспечивают большую устойчивость в работе, чем соответ- 
ствующие жёсткие подшипники. Анализ существующих работ, посвящённых расчёту упругоде- 
формируемых подшипников показывает, что в существующих расчётных моделях упорных под- 
шипников не учитываются особенности взаимодействия смазочной жидкости с твёрдой опорной 
поверхностью как ползуна, так и направляющей. Профиль опорной поверхности упорного под- 
шипника считается традиционным (линейным) и не обеспечивает его повышённую несущую спо- 
собность. В известных работах [6-10], посвящённых стратифицированному течению ньютонов- 
ской смазки в зазоре упорного подшипника, его опорная поверхность считается абсолютно жёст- 
кой. Таким образом, задача связанная с разработкой расчётной модели упругодеформируемых 
упорных подшипников, работающих на трёхслойной смазке, обладающих повышенной несущей 
способностью остаётся нерешённой. Решение этой задачи является основной целью данной работы. 
Постановка задачи. Рассматривается установившееся стратифицированное течение трёхслой- 
ной вязкой несжимаемой жидкости в зазоре упорного подшипника скольжения с адаптированным 





* Работа выполнена в рамках программы НИР. 
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профилем опорной поверхности. Предполагается, что ползун неподвижен, а шип движется в сто- 
рону сужения зазора с заданной скоростью и” (рис. 1). 
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Рис. 1. Схематическое изображение трёхслойной смазочной композиции в зазоре упорного подшипника: 
1 — контур жёсткой опорной поверхности ползуна; 2 — упругий слой ползуна; 3 — недеформированный контур ползуна; 
4 — деформированный контур ползуна; 5 и 6 — границы раздела слоёв; 7 — направляющая 


В декартовой системе координат хО’у’ (рис. 1) уравнение деформированного контура 
ползуна (поз. 4), недеформированного адаптированного контура ползуна (поз. 3), границы разде- 
ла слоёв (поз. 5 и 6), атакже направляющей (поз. 7) можно записать в виде 

у’=Щ+х’\9а' -а'чпта’х' + ^Ф(х’) = №'(х’), Ч 

у’=В +х’ а” - а’ зта’х' = В’ (х’), у’=ВА’(х’), у’ =ай'(х'), у’=0. 

Здесь асе 0, 1] ‚ В, — начальный зазор до деформации; ча” — угловой коэффициент линейного 

контура; а’ и и’ соответственно амплитуда и частота контурных возмущений, характеризующих 

степень отклонения контура ползуна от прямолинейного, ^Ф(х’) — ограниченная функция (при 
хе (0, / |), подлежащая определению. 


Предполагается, что /19а” и а’ одного порядка малости, и = '/ в дальнейшем опреде- 


ляется из условия максимума несущей способности подшипника, / — длина ползуна. 
Точное схематическое изображение контуров (рис. 1, поз. 3, 4, 5, 6) можно привести по- 


сле определения оптимального значения (по несущей способности) параметра ‹, характеризую- 
щего адаптированный нелинейный контур ползуна. Уравнение недеформированного контура, 
прилегающего к жёсткой опорной поверхности задается в виде у’ = В, +х’ 49а". 

Основные уравнения и граничные условия. В качестве основных уравнений берётся безраз- 
мерная система уравнений движения вязкой несжимаемой жидкости для случая «тонкого слоя» и 
уравнение неразрывности 


2 
Е НЕ _ 
ду ах бу 0х 


где размерные величины х’у’, у’, и;,р; в смазочном слое связаны с безразмерными 





х, у, у, и,, р, следующими соотношениями 


, , , * ' * Ш ' * * и” 
у’=ЩУ, Х'=[.Х, =", И = ИИ, ВЕ р;=р;р,, В: = 2 
0 





(3) 
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Здесь и’, у’ — компоненты вектора скорости, р’ — гидродинамическое давление в смазочных 
слоях, и, — динамический коэффициент вязкости. 
Граничные условия на поверхности ползуна и направляющей записываются в виде: 












































р. № 5 № 5] 
и уо=0, и =1, р, (0) = р, (1) = Г о =Ра, р, (0) = р, (1) = 2, 
р. _ в 
из г=В(х) = 0, уз г=В(х) =0, Рз (0) = р, (1)= р т. = Р‚з. 
2 
На границе раздела слоёв: 
ди, р, ди, 
И [урав = Ч |уави М |уар =9 Зав = р 
ыы в >| в т в ы в ду т ду Е 
11 = ай’ (х), в (х)=1+пх — п, пох +п,Ф(х), ве. 99. =2°, @& = 0'/, (5) 
мл Ш Ш 
А' ` ди ыз ди и 
а = р ' ва = ВА! ви = СВР у 2 ва = 3 3 ВА’ 2 =В^’ (9). 
П? И, ф(х) Ф(К) И? |г-вь = М |г-вв и М2 |г-ви = Уз | г-вА де |"-В" шь дг ВА и, В (6) 








Граничные условия (4) означают прилипание смазки к поверхности ползуна и направляющей. 
Условия (5) означают равенство скоростей, касательных и нормальных напряжений на границе 
раздела слоёв, а также условие существования слоистого течения смазки. Требуется, чтобы ско- 
рость на границе раздела слоёв в каждой точке была направлена по касательной. 

К системе уравнений (2) необходимо добавить безразмерные уравнения Ламе для случая 
«тонкого слоя» 





би, ба 
0 С бЕб (6) 
ду* ду* 
В упругом слое переход к безразмерным переменным осуществлён по формулам 
у’ = (й, - №)’, =, И, =И"И,, И = "И, (7) 


где и,,, и’, — компоненты вектора перемещений; 4” — характерная величина компонента векто- 


ра перемещений. 
С учётом (7) безразмерные уравнения контуров (рис. 1, поз. 1 и 3) в переменных у“ их, 


запишутся в виде 




















. В . ‚ В 
у = 5+ ПХ — 4 пох = А, (Х), у =5_+Пах =^, (Х), (8) 
1 1 
Еда а’ ы 
где п. = „п =—, б, =Д -В.. 
З 5, 4 5, 1 1 0 
Граничные условия системы (6) запишутся в виде 
ви, ; 
М — = -р, м ры = — ' 
ВУ ны ЗУ и-ы СУ у-Я) (9) 
ыы =0;‹й.. Е 0, №(х) =1+пх — п, эпох, 
7 С (1-а)п”В . 
где М№М= о ‚М= ВОВ С — модуль сдвига; а — постоянная Мусхелишвили; 





ньи"б, (1-а)и’н,б, 
р=тахр, х=[0,1] ; р— безразмерное гидродинамическое давление. 
Граничные условия (9) означают: равенство касательных и нормальных напряжений на 
недеформированной адаптированной опорной поверхности; равенство нулю компонентов вектора 
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перемещений на границе упругой поверхности, прилегающей к жёсткой опорной поверхности 
ползуна. 

Точное автомодельное решение задачи. Точное автомодельное решение системы уравнений 
(2), удовлетворяющее граничным условиям (4)-(5) ищется в виде 


д 
и =- АНИ (х ‚У), су +И (х ‚У), ф, =Ф, (5), 
0, (ху) =-1, (&)№'(х), и (х,у)=%, (&), ==», (10) 


ар, _ с, ‚ © др, _ С; ‚ © ар, _ с. р 6. 
оо о” мов. 
Подставляя (10) в (2) и в граничные условия (4) и (5), будем иметь 
ф"=&, "=&, +80 =0, ф"=&, 0, =&, +8 =0, ф"Еб,, "=ё 
0, +80, =0, ф, (0)=0; @, (0)=0, 0, (0) =1, $ (1)=0, @, (1)=0, 0, (1)=0, 
$ (а) = $. (в), 6, (а) 6} (в), (а) = 0, (),6, (В) =, (В), 6, (В) =, (В), 6» (в) =4: (8), 0 


Е 
)=ч 
1 (6)-1265 (0 ), 9 (6) — $), Р-Р ф; (8)-9:®) = о, (В), Р-Р 








а В 1 
[5, (Е) а& + [6} (Е) аЕ+ |6 (&)4Е =0. (12) 
0 а В 


Решение задачи (11)-(12) находится непосредственным интегрированием. В результате будем 
иметь 


ФЕ чес, ФЕ) чсЕчс, В -+оЕ+с, 
Е А-с сы ЕС а Сы @, (5) =-6 : =. ссы, 
ф: (В) =с &> + С1>6 + Сз, 0; (= +снЕ+Сь, И (Е) =-&"-- — С. 4 :. + Суб, (13) 


р, =&2, (х) +6, (х)+сь, р, =& 1, (х)+&2, (х)+сь, 





В; = 6:7, (х)+ 6.7, (х)+сь, 7, (х) 


Для определения постоянных с,(/ =2, 3,...,19) с,, б,, бы в. С. ис. , придём к следующей ал- 
гебраической системе из 24 уравнений с 24 неизвестными 





























[9 С НЕЕ 
С, 1, Со 0, С 0, Су = Вол, Св = Во2, Сл = Роз, Саб СБ = Са, т 
2 2 Е. 
ск (ба+ сз] Са бе СВЕ С, = Всеми, себ, 
В а? в а? 0 > а? 2 а 0 
с чес, -6 о -са-с=0, вас, - в -с:@-с, =0, 
В Рос В = В - В и 
ео 5 +1 + 6; 3 + С4 5 СО, ©. 5 +с.В+ с, С. 5 сов - с: =0, 
; В? В” И я а. Зе 
Ст +СёВ+ С [6 5 с,В-с,=0, & =А&, & =К&, & =К,, & =К&, Е 
з(1) 
_ аз а? В3 2 = а? а? & с _ Вз В? 
Се ао 5 ро С Са+—+—+С,, — 6, С с,-В =0 
6 2 6 2 6 2 6 6 2 
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Здесь К, в. К, Е 

















Н. Н> 
Решение системы (14) сводится к решению следующего матричного уравнения 
М.Х =Б, (15) 
где Х ={6,; сд; С5} Св} Су сир сори В ={0;0;0;-1;0;0;0; — ба} 
ото ооок о 
0...0:`0 1.000 56 
а а 10 000 0 
а оба 10 0 Ка 
М=| 3 з 16 
а 00001 а. о 
&« во 00а 0 
а 00010 а. 
и 00 35а 0 0 а, 
а? У, (1 К. а? 
Здесь а, = К, а к, ); а, =а(к, -1), а, = 5 (к -1), 
ое (а _12) в? _ ка? 
а, =5(8°-№В° 1); 9; =5(8° ВР, -1); 6 5-0 №' 1), 


а, =1-В; в, 5-8 +68?), а, =1+ ВА, В, 
а, =-2 — В +В — К, а? + АВ + КК,аз, а, =6(В-а), 
а, =68+3(1- В? — Ка? + К,В?). 
Решая матричное уравнение (15), получим: 
в =К.Кобь, 6, = - (ЗК. К, а? +а,, - ав. ) (Зак Ка? +а.а,› —а.а, а, + ЗК,а, Киа? +а5 Ка - 
К.К, аа + Каза Ка — Кава, :а — ааа. + аа.» ) + 6 (а — ак, К, )а/ (За, Ка? +а.а,> — 
—а.а а, + За, Ка? +аз Ка - К.К аа + каза: ак, - каза: а - аза ава, > ). 
с =Ка бие-Юю (-ба,ак, КВ — басак, К.В + ба, ак, К, + ба, К аВ + баа?к, К, + ба КаВ -— 
—За, а? К.К, — За‚а,?К.К, — а.а,> — ба, а В + ба, аза - ба, Ка? — бага. В + ба‚аа — ба, Ка? + (17) 
+а,анаь +азанаь — аха,› )/((а, + ВК, +а,К, ) (Завазк,К, — анаьКьа + аа, + аз Кьа+а,а,> + 
+За,а?К,К, — аа, —авак, к, +анаак.К, — аа, )), 
св =-К, - К, (аа, — ба.В —а;, + ба.а — ба,В + ба,а) (ака + Заза К, К, + Заза К.К, + 
+а.а,ак.К, — а.ааз + аза,› + аза,, — авак,К, — а,0@% — а, аз Ка). 
При определении основных рабочих характеристик подшипника выражения для остальных кон- 
стант, входящих в систему уравнений (14), нам не понадобятся. Ввиду громоздкости выражений 
для этих констант здесь они не приводятся. Перейдём к определению основных рабочих характе- 


ристик подшипника. Для определения безразмерного гидродинамического давления р! имеем 
следующее уравнение 


о АВ 
а №?(х) №(х) 





(18) 
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Для интегрирования уравнения (18) предварительно необходимо найти функцию п›Ф(х). Инте- 


грируя первое уравнение системы (6), с учётом граничных условий (9), будем иметь 


и =- р у’ + Е Ё + ных] (19) 
1 





М М 


Воспользуемся приближённой формулой [№ (х) -В (х) . Тогда для п›ф(х) с точностью 


А (И | 
УТУ" в (х) 


до [№ ‚ получим следующее приближённое выражение 


В 
Хх) =—. 20 
Здесь р — безразмерное гидродинамическое давление, найденное в работе [6] при решении за- 


дачи о стратифицированном двухслойном течении смазки в зазоре упорного подшипника с жёст- 
кой опорной поверхностью. Как видно из формулы (20) следует, что значение безразмерной 
функции пФ (х) (обусловленной деформацией опорной поверхности) прямо пропорционально 


безразмерному значению давления р и обратно пропорционально значению упругогидродинами- 
ческого параметра М. При М >, ф(х) > 0. 
С учётом (20) уравнение (18) запишется в виде 








а о _й | ет 
р * * д. 2 р * р - 
[+2] (Е+тх — пу пох) [+42] (Е+п'х - 1 эпох) 
где "=, 1 =—. 
1+— рые. 
М М 


Оценку влияния гидродинамического давления недеформированного упругого слоя на 
опорной поверхности ползуна ниже приведём для её максимального значения. В уравнении (21) 


Б заменим на р“ =тахр. Интегрируя (21) с точностью до членов о(п”), О (п,?) для безраз- 


мерного гидродинамического давления будем иметь 








ВЕ - ‚тм т (со5х 1) т: (056 02, (22) 
[я 


М 





С учётом выражений для с, и 


№ 2* д * * У 1 2* * * 
&=- вые С, 1+1 +1 (050 1), р Г + 1 (с056 1), 
М 2 © 7, (1) М 2 © 
для безразмерного расхода в каждом слое получим следующие выражения 

















а_ _ аз а? ря - ВЗ В? = аз а? 
@, = [$ (5)95 = С, +» + 30 ©, = [$ (Е)4Е = 5, в +8664 5-50 
° 1 1 " 1 В? В? (23) 
9, = [$ (Б)аЕ= с. 6“ С:2 5“ Саз — 64 6 С12 > с,3В. 
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Безразмерная несущая способность К и безразмерная сила трения Г, определяются выражениями 








5 1 р "п щяпо 1; (с050-1)| 
Ю = = = ах = П ПП, 1 1 
‚ р! р. и Ро) - т ы © 62? ы 2% [+2] | 
м (24) 





й 1] ии 0' 2 2 
= в =| — (6) + (Е) АХ =с, [-п- ново 20] в,[1-1- ово 1 | 
п ый (*) й(х) 0) (0) 2 0 0 

Е=0 
Численный анализ полученных аналитических выражений для основных рабочих ха- 
рактеристик подшипника. Прежде чем привести результаты численного анализа, отметим, что 


предлагаемая модель имеет смысл, если вся область 0 <&<1 охвачена вязким течением. Такой 


реально существующий фактор, как сложная трехслойная структура смазочной жидкости с необ- 
ходимостью приводит к изучению влияния структурных параметров а и В (характеризующих 


границу раздела слоёв), вязкостных отношений К, и К, и упругогидродинамического параметра М 


на основные рабочие характеристики подшипника, прежде всего на поддерживающую силу. Как и 
ожидалось, при а=0, В=1 имеет место единый смазочный слой. При а=0, В=1, а»0 имеет 


место двухслойная смазочная жидкость. В случае трёхслойной жидкости В =1, а=0, а<В. 


ИИ 
2222 777% и. 74 


ИИ, 
; у 
7 





Рис. 2. Зависимость безразмерной несущей способности Рис. 3. Зависимость безразмерной силы трения 

от параметров № и в при различных значениях от параметров К> и & при различных значениях 
упругогидродинамического параметра М: упругогидродинамического параметра М: 

1 — М= 100; 2 — М= 800; 3 — М= о, К, = 0,95 1— М= 100; 2 — М= 800; 3 — М= ©, К, = 0,95 


Выводы. Результаты численного анализа, приведённые на рис. 2-3, показывают. 

1. При а=0, В=1 (Т. е. в случае единого смазочного слоя) наибольшая несущая способ- 
ность достигается при @& =Зп/2. 

2. В случае трёхслойной смазки с увеличением значений вязкостного отношения А, при 
К, =1, В, близких к единице и а, близких к нулю, несущая способность подшипника сочетается с 
наименьшим значением силы трения. 

3. Наиболее резкое увеличение несущей способности подшипника достигается при К, > 3. 

4. С увеличением значения @ сила трения возрастает. При @& =Зп/2 наблюдается экстре- 
мальное значение силы трения. 
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5. При значении М< 20 имеет место резкое уменьшение несущей способности подшипника. 

6. С увеличением значения упругогидродинамического параметра М значение несущей 
способности и силы трения возрастают, оставаясь меньше от соответствующих значений этих ха- 
рактеристик для подшипника с жёсткой опорной поверхностью. При М-+ о значение несущей 
способности и силы трения стремятся к соответствующим значениям для подшипника с жёсткой 
опорной поверхностью. 
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ЗТВАТТЕТЕО ТНВЕЕ-ГАУЕВ ГОВВТСАМТ ЕЕО\М/ 1М ТНЕ САР ОЕ ЕТАЗТТСАНУ 
РЕРОВМАВЕЕ ТНВОУ$Т ВЕАВ1М6 ММТН ТМСВЕА$ЕО САВВУТМС САРАС1ТУ” 


К. $. АКВуегоТует, У. М. РАКПоЧКо, $. \. МИгогапом, В. Е. Коро ип 


Оп те Баз! оЁ Мамег — УюКез [теаг едиавопз Юг {те сазе о! [ате “т 1ауег’, а (есптвие оЁ депегайпд ап 
ехасЕ зе! /тйаг о/ийоп {о те пуагодупат! сасш!айоп о {те еазйса/у деюгта Ее {пгиЕ Беаппд ий" те рго- 
Не ааареа Юю #5 Беатпд зитасе орегайпд оп а {пгее-вуег 1ибтсапЕ 15 ргезете4. Трве ейесЕ о! {Те рагатеег5 
спагасейитоа е адарёеа соптоиг зиррогипда пе $[аег зитасе, пе иррогтд 1ауег деюгтавоп, изсоиз [вуег 
гайо, апа пе! 1епоЁй, оп {те Бас ретогтапсе о! {пе ЕЁйги$Е Беаппд [5 ема!иае4. Трезе рагатег уа/ие5 ргоию- 
пд а гавопа/ орегайоп ассог тд {0 {те сатутд сарасйу апа своп Гогсе оЁ {пе гееуапЕ {7гизЕ Беаппд аге ае- 
пед. ГЕийпегтоге, пе орйта! ,айайоп гапдез о! {те сопёгисвуе, орегайта, апа а/! пе Рипсйопа! рагатеег5 
аеетттппд те Беагтд регогтапсе, аге $ЕЁ, Тре оБатед гези!5 а/!ои/ сгеайпа {те аеаБазе Гог аея‘дптпа ЕЙги5Е 
Беайпд$ орегайпд оп {те {пгее-уег 1ибтсайоп. 

Кеуигогаб: адаре4 рго Ее, Беаппд 5игасе, еа$юопуагодупат!с рагате гее-вуег /ибтсайоп, Беатта сарас- 
Пу, РАсНоп Югсе. 





* ТНе гезеагс {5 аопе мт {Пе #гате оЁ {Не таерепдепе В&р. 
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УДК 621.855 ООТ: 10.12737/3507 


Определение радиусов расположения центров шарниров зубчатой цепи 
на дугах обхвата эвольвентных звёздочек” 


С. Б. Бережной, А. А. Война, Г. В. Курапов 


Для расчёта радиусов расположения центров шарниров зубчатой цепи на дугах обхвата эвольвентных 
звёздочек предложена методика с применением последовательной «укладки» звеньев цепи на звёздочку. 
Для определения расположения шарниров цепи используются эквидистанты поверхностей рабочих и 
затылочных профилей зубьев, которые представляют собой геометрическое место центров шарниров цепи 
при их контакте с профилями зубьев звёздочки. Радиусы расположения центров шарниров на дуге обхвата 
эвольвентной звёздочки можно определить по заданному предварительному положению первого шарнира, 
известным величинам длин контактных шагов звеньев зубчатой цепи и предварительному натяжению ведо- 
мой ветви. Результаты исследования позволяют представить методику определения расположения шарниров 
зубчатой цепи на дуге обхвата звёздочки и алгоритм математической модели цепного зацепления зубчатой 
цепи с эвольвентными звёздочками. По данной методике определяются параметры настройки цепной 
передачи с зубчатой цепью, обеспечивающие наименьший износ элементов передачи. 

Ключевые слова: зубчатая цепь, эвольвентная звёздочка, радиус расположения шарнира, эквидистанта, 
рабочий профиль, затылочный профиль, математическая модель. 


Введение. В настоящее время стандарт регламентирует звёздочки только с прямолинейным 
профилем зубьев (ГОСТ 13552-81) [1]. При формообразовании зубьев таких звёздочек используют 
методы копирования или деления, которые отличаются низкой производительностью и точностью. 

При высоких частотах вращения неточность изготовления может существенно увеличить 
неравномерность работы цепной передачи, ударные нагрузки и шум [2, 3]. Поэтому за рубежом 
всё чаще отдают предпочтение звёздочкам с криволинейным профилем зубьев [4]. 

В работе [5] предложен способ изготовления эвольвентных звёздочек для зубчатых це- 
пей, основанный на методе обкатки. Он позволяет значительно увеличить точность нарезания 
зубьев и избежать вышеперечисленных недостатков. 

Наиболее важный критерий работоспособности цепной передачи — износостойкость. Она 
обеспечивается при наименьшем перемещении пластин цепи по зубьям звёздочек. Этому способ- 
ствует нормальная форма расположения пластин на дугах обхвата ведущей и ведомой звёздочек. 
На достижение такой формы расположения направлена методика определения радиусов распо- 
ложения центров шарниров зубчатой цепи на дугах обхвата эвольвентных звёздочек. Она позво- 
лит рассчитать параметры начального и последующих уровней настройки цепной передачи. 
Основная часть. Для решения этой задачи используются эквидистанты ЕСН поверхностей 
рабочих и затылочных профилей зубьев звёздочки (рис. 1), которые представляют собой 
геометрическое место центров #х шарниров цепи при их контакте с профилями зубьев (участки 
ЕСи СН). 


* Работа выполнена при финансовой поддержке Фонда содействия развитию малых форм предприятий в научно-техни- 
ческой сфере (№ договора 0003200ГУ1'2014). 
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Рабочий участок ЕС; эквидистанты ЕСН; поверхности звёздочки можно представить 
уравнением эвольвенты в координатной форме: 


. и и 

Хев, =, | ЭП| ф-П- — |-фс0$| ф-п-— ||, 
ИТ Г, Г, 
и | и 

У-с =Г,| С0$| ф-П- — | +фт| ф-п-— ||, 
1 Г, Г, 


где ф=[4ф;ф, | — параметр эквидистанты рабочего профиля зуба звёздочки; ф, = (а, + ма, ); 


(1) 


у, = (а. +туа.) — граничные значения параметра ф эквидистанты рабочего профиля зуба 


* 


$5 -$ 





звёздочки; пП= +муа; 5” — толщина зуба звёздочки по делительной окружности 


после радиальной коррекции [5], мм; $ — утонение зуба звёздочки после тангенциальной 
коррекции [5], мм; и — расстояние от центра шарнира до рабочей грани звена (выбирается 
т-7.005а 


5 — радиус основной окружности 


по шагу цепи &, (ГОСТ 13552-81), мм); г, = 


(окружности начала эвольвенты), мм. 





Рабочий 
профиль 


Затылочный 
—— профиль 

















Рис. 1. Схема для определения радиусов расположения центров Ах шарниров на дуге обхвата эвольвентной звёздочки 


Интервал изменения параметра эквидистанты [Фо7фк | является граничным условием, 


определяющим радиус расположения центра шарнира при его контакте с зубьями звёздочки по 
делительной окружности в точке С;и по окружности выступов в точках Е; и Н, 
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Аналогично рабочему участку затылочный участок СН; эквидистанты Е;С;Н; поверхности 
звёздочки описывается уравнением эвольвенты в координатной форме: 














| . 2п и 2п и ] 
Хвн, = п | ф П фс0$ | ш — —+1+ — ||, 
2 Г, 2 [1 (2) 
| 2п и : 2п и ] 
Усн =/, | С0$| ф П Ея | ф — —+1+ — ||, 
И 2 Г, 2 Г, 
Где фе [-4; — 4 | — Параметр эквидистанты затылочного профиля зуба звёздочки; 2 — 


количество зубьев звёздочки. 

При определении радиусов расположения центров шарниров используем метод 
последовательной «укладки» звеньев цепи на звёздочку. Известное положение одного из 
шарниров, находящегося на дуге обхвата звёздочки, будет однозначно определять положение 
всех остальных шарниров на дуге обхвата. 

Радиус расположения Ёго шарнира, принятого за начало отсчёта, определяется по 


формуле: 
К, = Мо У ‚ММ. (3) 


Координаты Х. и У, находятся по зависимости (1) или (2) с учётом того, где расположен Ей 


шарнир (на рабочем или затылочном профиле). Если Ай шарнир расположен на рабочем профиле 
зуба звёздочки (рис. 1), то координаты его центра будут определяться уравнением (1). 

Определим расположение центра (/+1)-го шарнира относительно го шарнира. Условие 
контакта (/+1)-го шарнира цепи с поверхностью звёздочки будет выполнено, если при развороте 
звена траектория движения центра шарнира 0;,, и эквидистанта поверхности звёздочки 
ЕСН будут иметь общую точку (точку пересечения), то есть радиальный зазор 5, (рис. 1) 
между ними будет равен нулю. 

Траектория движения центра (/+1)-го шарнира представляет собой дугу окружности 
радиуса &, поэтому её выражение в координатной форме будет следующим: 


Хо, = Хо, +, 605 Ф,., 





а. (4) 
о, =Го, + ПФ, 1, 
где &, — шаг зубчатой цепи. 
Угол разворота звена цепи ф,.: вокруг центра О; можно определить по зависимости 
тои о, 
ф,., = агсят -— в. (5) 


Ц 
Для каждого текущего значения Фф,., радиальный зазор 5, между центром шарнира О,-.: и 
эквидистантой рабочего профиля зуба звёздочки можно определить как разность между 
абсциссами точки О;.! и соответствующей точки эквидистанты Ё;+1С;. 1 Н/+: на участке Е; 1С;+1: 
5, = Хо, = Х бул РМ (6) 


После преобразований зависимости (5) и (6) можно представить в виде системы уравнений: 


и | и 
Г, повлек нви[уеть и |8 со5 а, 
Гь Г, 


Й 


ф,,, = агсэт 
Е, (7) 








$, ЕЁ, С05Ф,,., - К, ЯПа, - Г, р] 


Г.) Гь 
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Хо, 
ГДе фе [-+ к: фо ] — параметр эквидистанты рабочего профиля зуба звёздочки; а, = ака 
9; 

Радиус расположения центра шарнира 0;,, при контакте с рабочим профилем зуба 
звёздочки находим следующим образом. 


Подставляем первое значение параметра эвольвенты ф из интервала |-щ,;-ф,| в 


первое уравнение системы (7) и определяем текущий угол разворота звена Фф‚;-.1. Решением 
второго уравнения системы (7) получаем величину радиального зазора 5, соответствующую 
данному углу разворота ф,.:, и проверяем его по условию $5, = 0. Если 5, + 0, берём следующее 
значение ф из указанного интервала до тех пор, пока условие $,= 0 не будет выполнено. 
Значение угла разворота звена Фф;.!, при котором радиальный зазор $5, равен нулю, подставляем в 
уравнения (4), по которым находим координаты центра шарнира 0.1. Полученные координаты 
центра шарнира 0;., используются для определения его радиуса расположения КА,.: по 
зависимости (3). 

Если оказывается, что при всех значениях ф величина радиального зазора 5, отлична от 
нуля, значит, (/+1)-й шарнир не контактирует с рабочим профилем. Тогда необходимо проверить 
его по условию контакта с затылочным профилем зуба эвольвентной звёздочки (эквидистанта 
Е: СН на участке С. Н/1): 


2п ,. . 2п з] 
г, | с0$|ф+ — -П-— |+фэп| ф+ — -п-— ||-А, с05а, 
2 Г. 2 Г. 


ф,.: = агсзт 
Е, (8) 





: : 2п и 2п и 
$. =Ё, С05Ф,,, — К, Па, — Г, | МП а - —{с05 ИЕ р 


Ь Г, 
где фе [4ф;ф, | — параметр эквидистанты затылочного профиля зуба звёздочки. 


Возможен вариант, когда при всех значениях ш величина радиального зазора оказы- 


вается отличной от нуля. Это говорит о том, что траектория движения центра шарнира 0;-+: и 
эквидистанта поверхности звёздочки Ё,+.1С;+1Н.1 не имеют общей точки, то есть шарнир не 
контактирует со звёздочкой. 

Положение (/+1)-го шарнира определяется положением предыдущего /го шарнира, 
принятого за начало отсчёта, и шагом цепи &,. Поэтому при определении радиусов расположения 
центров шарниров необходимо учитывать действительные значения контактных шагов цепи. 

Учитывая, что задача решается в Декартовой системе координат, при определении радиу- 
сов расположения центров последующих шарниров (0;+> и т. д.) необходимо перейти к системе 
координат Х’ОУ/, которая повёрнута относительно исходной системы координат ХОУна один угло- 
вой шаг звёздочки, то есть на угол 2п/2. Этот поворот осуществляется посредством изменения 
величины угла а, входящего в системы уравнений (7)-—(9). 


[Ко 
Так, если при определении радиуса К,..: угол а; принимался равным а, = агс9-——" 





‚ то при 
9; 


определении радиуса К,.› необходимо перейти к системе координат ХОУ/ и угол а: для (/1+2)-го 
шарнира узнаём из формулы: 





а Ко. (9) 


141 


2п 
=-—— — агс9 
2 (в) 


Ва 
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При этом угол ф;+2 находится по приведённым выше зависимостям, а координаты центра шарнира 
О;+2 определяются относительно координат центра предыдущего шарнира 0;,› с учётом шага 
цепи &, решением системы уравнений: 
Хо, =Хо,, +8, 60$ Ф,.›, (10) 
Ус. =Уо,. + ЯПФ,,.. 
Зависимости (1)-(10) представляют собой математическую модель цепного зацепления зубчатой 
цепи с эвольвентной звёздочкой. Алгоритм такой модели выглядит следующим образом (рис. 2). 
Алгоритм методики определения формы расположения шарниров зубчатой цепи на дуге 
обхвата звёздочки представлен на рис. 3. 


1. Определение геометрических параметров эвольвентной звёздочки 


2. Задать значение КА, 




















Затылочный профиль Рабочий профиль 


| 


5, Затылочный профиль 4.-------4! 







































































Результаты расчёта 
- } 
Кн Да 
А в. =.1Х2 +2 
5, Рабочий профиль 
Да 2 2 
м— а] 
Нет К, Хо +, 


Шарнир зубчатой цепи вышел из зацепления со 
звёздочкой 





Рис. 2. Алгоритм математической модели цепного зацепления зубчатой цепи с эвольвентной звёздочкой 


Координаты центров остальных шарниров и радиусы их расположения относительно 
центра звёздочки определяются аналогично с учётом шага цепи и перехода к очередной системе 
координат, смещённой относительно предыдущей на величину углового шага звёздочки. 

При использовании этой модели по заданному предварительному положению Ёго шарни- 
ра, принимаемого за начало отсчёта, с учётом известных длин контактных шагов звеньев зубча- 
той цепи можно определить радиусы расположения центров всех остальных шарниров на дуге 
обхвата эвольвентной звёздочки. 
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Так как Ай шарнир может контактировать с поверхностью зуба звёздочки в любой точке 
рабочего или затылочного профиля зуба, то каждому положению этого шарнира будет соответ- 
ствовать определённое положение остальных шарниров цепи на дуге обхвата. То есть, распола- 
гая центр Ёго шарнира в разных точках эквидистанты ЕСН, можно получить множество возмож- 
ных комбинаций радиусов расположения центров шарниров на дуге обхвата звёздочки. 

Полученные значения радиусов расположения центров шарниров были использованы для 
расчёта геометрических параметров цепного зацепления зубчатой цепи с эвольвентными звёз- 
дочками. 
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Исходные данные — параметры цепной передачи с зубчатой цепью: $,, $,, . 


Определение радиусов расположения центров 
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Геометрические 
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Определение вариантов 
коэффициентов сцепления: 


0 
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Выбор соответствующего варианта 
радиусов расположения центров шарниров 


Рис. 3. Алгоритм методики определения формы расположения шарниров зубчатой цепи на дуге обхвата звёздочки 


Заключение. Проведённое исследование позволило предложить методику расчёта радиусов 
расположения центров шарниров зубчатой цепи на дугах обхвата эвольвентных звёздочек и со- 
ставить математическую модель цепного зацепления зубчатой цепи с эвольвентными звёздочками 
с учётом натяжений ведущей и ведомой ветви. Используя данную методику и модель, можно 
определять параметры настройки цепной передачи с зубчатой цепью, обеспечивающие наимень- 
ший износ элементов передачи. 
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УДК 628.517.2 ООТ: 10.12737/3508 


Уточнение расчёта акустических экранов, устанавливаемых 
в производственном помещении” 


В. А. Бондаренко, И. В. Богуславский, С. С. Подуст 


Акустические экраны — это средства звукоизоляции. Они предназначены для снижения шума на пути его 
распространения от источника до расчётной точки (РТ, рабочее место). Достоинствами акустических экранов 
являются конструктивная простота, малая масса и сравнительно низкая стоимость. Акустический экран как 
система шумозащиты обладает отличительной особенностью: зона максимального ослабления шума распо- 
лагается в непосредственной близости от экрана. Эффективность применения экранов определяют следую- 
щие факторы: 

— небольшие размеры источника шума; 

— преобразование высокочастотных составляющих спектра шума источника; 

— расположение рабочей зоны вне технологической машины; 

— небольшое расстояние от источника шума до рабочего места оператора. 

Всё это в полной мере относится к оборудованию различного функционального назначения. В частности, к 
металлорежущим и деревообрабатывающим станкам (токарным, фрезерным, шлифовальным), редукторам и 
двигателям на участках обкатки. Существуют подробно разработанные расчёты экранов для их установки. В 
условиях свободной атмосферы формирование звукового поля при установке экранов внутри производ- 
ственных помещений имеет существенные отличия, обусловленные многочисленными отражениями звуко- 
вых волн. В данной статье приведены результаты исследований акустической эффективности экранов в про- 
изводственных помещениях. 

Ключевые слова: акустические экраны, расчёт параметров экрана, производственные помещения. 


Введение. В настоящее время изучено шумообразование технологических машин различного 
функционального назначения в производственных помещениях [1, 2, 3]. Существуют методы рас- 
чёта акустических экранов [4-10]. Однако данные исследования не принимают во внимание вза- 
имодействие дифрагирующего звука через рёбра экрана. Следовательно, не учитывается звуко- 
вая энергия, отражённая от близрасположенного оборудования, стен, пола и потолка производ- 
ственного помещения. Поэтому в данной статье акустический экран зоны обработки рассчитыва- 
ется согласно схеме производственного помещения, приведённой на рис. 1 и учитывающей ди- 
фрагирование звука через рёбра экрана. 

Результаты исследований. Интенсивность звука в расчётной точке: 


И (1) 


отр! 
где Г%7 — звук, дифрагированный через ограждение; Г ее — звук, отражённый от расположен- 
ных рядом станков; /„„ — звук, отразившийся от стен, пола, потолка помещения. 


Предположим, что источник шума является излучателем сферических звуковых волн. В 
этом случае интенсивность звука, падающего на ограждение, определяется: 
ор _ Исх ВТ 


пад ОГ? 7’ м2 ' 





(2) 


где г, — расстояние от источника шума до ограждения, м. 





* Работа выполнена в рамках инициативной НИР. 
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Рис. 1. Расчётная схема для определения шума на рабочем месте: 1 — производственное помещение; 
2, 3, 4 — технологическое оборудование; 5 — акустический экран; 6 — расчётная точка (рабочее место) 











В расчётах принято © = 2п , так как полупространство ограничено корпусом станка. При- 
нято также, что энергия звука, проходящая через ограждения, намного меньше, чем дифрагиро- 
ванный звук. Поэтому в расчётах она не учитывается. Звук поступает в РТ через рёбра ограждения. 

Акустическая мощность на ограждении: 


ИЕ 1-9 В (3) 


огр под 


где Ч р — коэффициент звукопоглощения отражающей конструкции со стороны источника шума; 


5„ — площадь ограждения. 


[о 
Звук, дифрагирующий через #е ребро ограждения и попавший в РТ, в предположении, что 
ребро является линейным излучателем звука: 


1% = И агсе и (4) 
И. ИЕ 95. : 


где / — длина Его ребра, м; г› — расстояние от ребра до РТ (принимая, что расстояния от каж- 





дого из рёбер до РТ одинаковы). 
Если звуки проникают в РТ через л рёбер, то 


Е (5) 
1=1 
Подставив (2)-(4) в (5), получим: 
И’. (1-а„›)5 й 
По = ТР ТТ аа. 6 
ы 2, 2п/?2п/ г, 95: (5) 


Предполагается, что близрасположенные отражающие поверхности являются простыми 
излучателями звука и по всей их площади расположены точечные источники звука. 
Звук, падающий на отражающую поверхность: 
02-2 А 


Е РЕ ист : (7) 
2 





где г — расстояние от источника шума до близрасположенного оборудования, м. 
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Акустическая мощность, излучаемая отражающей поверхностью: 
Ио 16] (8) 


под“ об 


где 5, — площадь излучаемой поверхности, м”; а, — коэффициент звукопоглощения отража- 


Ге) 
ющей поверхности. 
Звук в РТот #го близрасположенного станка: 


4И/ 9.5.65, 
т то г агс9 вв (9) 


2—2 =." 
06; Моб; 2г. |4, 955, +В, 


где а„Ь„ — линейные размеры отражающей поверхности, м; г, — расстояние от отражающей 





поверхности до РТ, м. 
Для т близрасположенных станков отражающий звук: 


т 


17 =>1%. (10) 


1=1 
Тогда: 


п И/ [1- 5 
Ро = | 0) 06 агска сб 


> . 
11 2775 П 27/4"? а? 5 + Ра 


После некоторых преобразований получено: 








(11) 








т (1— Го) 
/ + (1 9 Чо о бон : (12) 


Ты = ЧИ 6») агс9 22 
1 пл Г, 2, 1 2П Гоб т Влом 
где И/, — акустическая мощность источника, Вт; Ф/„ — коэффициент, учитывающий неравно- 
мерность звукового поля внутри ограждения, Вон — акустическая постоянная внутри замкну- 
того ограждающего объёма, м*. 











В к. Аз 
пом 4 = ! 
|= Ч 
где А„, — эквивалентная площадь помещения, м; а„, — средний коэффициент звукопоглощения. 
Прологарифмировав обе части, получим следующее выражение: 
п [1-а }$ / п (1-а Я 0. ф 
=, +109 х( . ) ага — 2 . 5) ага вЫ +75 |+ 6, ДБ, (13) 
в 4 П Г, Г, 2, 1=1 2п Го экг. + а? 5 + Ь? Вы 


где /„_ — уровни акустической мощности источника, дБ. 


Для практических целей удобнее пользоваться октавными или третьоктавными уровнями 
звукового давления, которые фактически измеряются при проведении экспериментальных иссле- 
дований. Поэтому выражение (13) приведено к виду 











в =, -208(5+г.)+50+100 ааа 9 ао е = 
1 об 21 об 2", |", +а +Б (14) 
‚5342 -2,3а, +1 
а,5, | 


где /, — уровни звукового давления, дБ; а„5, — коэффициент звукопоглощения и площадь (м) 





производственного помещения; А — высота экрана, м. 
Пример расчёта шума на рабочем месте или ограждении зоны резания экраном выполнен 


при уровнях звукового давления, измеренных непосредственно в рабочей зоне модельного станка 
(табл. 1). 


95 


Технические науки 























Таблица 1 
Уровни звукового давления в рабочей зоне модельного станка 
Частота, Гц 31,5 63 125 250 500 1000 2000 4000 8000 
Уровни звукового давления, дБ 75 78 80 87 89 85 83 82 81 
и о давления при установке 66 67 70 76 78 7 70 68 63 
Санитарные нормы, дБ 107 95 87 81 78 75 73 71 69 
































Заключение. Результаты расчётов показали, что для рассмотренного источника шума предлага- 
емый экран обеспечивает выполнение санитарных норм в рабочей зоне. Следует отметить, что 
только в пятой октаве со среднегеометрической частотой 500 Гц уровни звукового давления в 
рабочей зоне фактически равны предельно допустимому значению. На практике можно повысить 
акустическую эффективность экрана, увеличив его высоту. 
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Стохастическое имитационное моделирование механизмов укорочения 
теломер клеток в процессах старения и развития патологических отклонений” 


А. А. Бутов, М. А. Карев, С. А. Хрусталёв 


Рассматриваются вопросы применения стохастического имитационного моделирования к описанию и иссле- 
дованию механизмов укорочения концевых структур ДНК — теломер. Целью настоящей работы является 
исследование на основе стохастического и имитационного моделирования протекающих в клетках явлений, 
которые приводят к уменьшению длины теломер и, как следствие, к снижению пролиферативног о потенциа- 
ла и возникновению патолог: ИЙ, в том числе онкологических. Математическая модель описывается в семи- 
мартингальных терминах. Анализ результатов моделирования основан на сопоставлении со статистическими 
данными биологических экспериментов. Построенные распределения клеток по длинам их теломер сопо- 
ставлялись с экспериментальными данными, полученными на культурах фибробластов человека с ИСПОЛЬЗО- 
ванием метрики Леви—Прохорова. Результаты работы могут найти применение в медико-биологических ис- 
следованиях старения и возникновения различных патолог: ИЙ, а также при решении ряда вопросов в области 
геронтологии. 

Ключевые слова: стохастическое имитационное моделирование, семимартингал, компенсатор, ДНК, тело- 
мера, теломераза, старение, канцерогенез, оксидативный Стресс, свободные радикалы. 


Введение. В последние годы выявлены неизученные ранее механизмы старения и процессов 
опухолевой трансформации клеток. Этому способствовало развитие современных биотехнологий, 
а также большой интерес к изучению роли теломер и фермента теломеразы в клеточном цикле. 
Раскрыты механизмы, связанные с теломерами, которые служат причиной канцерогенеза. Тело- 
меры — участки ДНК на концах хромосом, состоящие из одинаковых нуклеотидных повторов. 
Главная роль теломер в клетке связана с их участием в процессе клеточного деления. Деление 
клетки сопровождается потерей части концевых участков ДНК. При этом возникает так называе- 
мая проблема «недорепликации» концевых участков ДНК — теломер [1]. Но кроме участия в про- 
цессах деления клетки теломеры защищают геном, образуя защитный нуклеопротеидный ком- 
плекс на концах хромосом. Этот комплекс стабилизирует хромосомы и предохраняет их от разру- 
шительных воздействий — таких, например, как деградация и слипание концевых участков хро- 
мосом, повреждение ДНК на концах хромосом, нарушение рекомбинации [1, 2]. В случае повре- 
ждения защитного нуклеопротеидного комплекса, образованного теломерами, хромосомы начи- 
нают сливаться с большей частотой, что в результате приводит к тяжелым генетическим анома- 
лиям, к хромосомным перестройкам и деградации хромосом. Кроме того, изменения или наруше- 
ния в структуре теломер могут затрагивать не только их собственные функции, но и экспрессию 
жизненно важных генов, находящихся в других районах хромосом [3]. 

Восстановление теломерных участков хромосом осуществляет фермент теломераза. Бла- 
годаря этому механизму хромосомная ДНК и связанные с ней гены защищены от повреждения во 
время деления клетки. Теломераза — специфический клеточный рибонуклеопротеин, который по 
механизму реакции является обратной транскриптазой. Теломераза принимает участие в синтезе 
активных центров для связывания теломерной ДНК с теломерными защитными белками [4]. В эм- 
бриональных и стволовых клетках благодаря экспрессии теломеразы поддерживается постоянный 
уровень длины теломер. Кроме того, повышенные уровни теломеразы содержатся в большинстве 


* Работа выполнена при поддержке Министерства образования и науки РФ (НИР, проводимые в рамках государственного 
задания Министерства образования и науки РФ на 2013 г., Программа стратегического развития УлГУ на 2012-2016 гг., 
Программа развития деятельности студенческих объединений УЛГУ на 2012-2013 гг.). 
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опухолей человека. В соматических клетках уровень теломеразы постепенно снижается, и, как 
следствие, происходит уменьшение длины теломер. 

В настоящее время возникновение и развитие многих патологий в организме человека, в 
том числе онкологических, связывают с нарушениями механизмов регулирования длины теломер 
[5]. Поэтому исследования данных механизмов, выявление зависимостей между характеристиками 
развития заболеваний и динамикой изменений теломерных участков ДНК — актуальные и важные 
задачи. Эффективным инструментом описания и изучения таких задач является математическое и 
имитационное моделирование. 

Цель настоящей работы — исследование протекающих в клетках явлений, которые приво- 
дят к уменьшению длины теломер. Как следствие, снижается пролиферативный потенциал и воз- 
никают различные патологии, в том числе онкологические. На основе настоящего исследования 
разрабатывается математическая имитационная модель. Она позволяет не только вскрыть и каче- 
ственно объяснить механизмы развития данных патологий, но и рассчитать их количественно — 
на основе анализа стохастических деградационных процессов теломер. 

Важным отличием настоящей работы от указанных выше является применение семимар- 
тингальных методов и теории случайных процессов при построении математической модели ме- 
ханизмов укорочения теломер клеток. Это позволяет наиболее адекватно отражать стохастиче- 
скую природу явлений, протекающих в клетках. Компьютерные имитационные реализации данной 
модели дают возможность обнаружить различные зависимости между характеристиками процес- 
сов, протекающих в клетках, и патологическими явлениями в исследуемых организмах. 
Основная часть. Анализ последних исследований. Моделирование клеточных циклов и про- 
цессов, приводящих к старению клеток и потере ими способности к пролиферации, изучалось во 
многих работах [6-16]. Рассматривались различные подходы к отражению протекающих в клетках 
явлений с помощью математических методов и их компьютерной реализации. 

Комплексный подход к рассмотрению механизмов укорочения теломер клеток представлен 
в статьях [6, 7]. Авторы этих работ предполагают, что теломеры клеток укорачиваются не только 
при делении, но и вследствие оксидативного стресса. Механизм увеличения скорости укорочения 
теломер, возникающий при повреждении митохондрий клеток, рассмотрен в [7]. В [6] в качестве 
дополнительной причины уменьшения длины теломер представлено накопление однонитевых 
повреждений теломер свободными радикалами. 

Модель снижения пролиферативного потенциала культуры клеток при развитии опреде- 
ляется вероятностями изменения состояний клеток (как способных к делению, так и неспособ- 
ных). В результате моделирования для каждого поколения клеток в некоторых работах получены 
соотношения чисел делящихся и не способных к пролиферации клеток. Однако в данной модели 
не рассматривается природа явлений, которыми обусловлена потеря клетками способности к де- 
лению. Похожие результаты дают модели, рассмотренные в работах [8, 9]. Методы моделирова- 
ния основаны здесь на ветвящихся процессах, что не всегда адекватно отражает природу процес- 
сов, протекающих в клетках. 

Марковские ветвящиеся процессы также были использованы при построении математиче- 
ской модели укорочения теломер в [10]. Здесь получены зависимости соотношения числа деля- 
щихся клеток, а также средней длины теломер от достигаемого популяцией РО (РоршаНоп дочЫ!д). 

В работе [11] представлена модель, основанная на предположении, что основной причи- 
ной снижения уровня пролиферативной активности клеток является укорочение их теломер. При- 
чем полагается, что не все теломеры клетки влияют на её способность к делению, а только их 
часть. К сожалению, в этой модели предполагается единственный механизм укорочения теломер, 
возникающий при делении клеток. Однако в реальных культурах наблюдаются и другие причины 
изменения длины теломер [12]. 
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Математическая модель механизмов поддержания длины теломер, а следовательно, и 
пролиферативного потенциала клеток за счёт комбинации неравного обмена теломер у сестрин- 
ских хроматид рассмотрена в работе [13]. 

В [14] рассматривается динамика укорочения длин теломер в клетках, объясняющая ста- 
рение организмов, синдром Вернера и бессмертие клеток, обусловленное ферментом теломера- 
зой. При математическом моделировании здесь использованы численные методы Монте-Карло. 
Сравниваются математические модели четырёх возможных механизмов укорочения теломер. Про- 
стейшая модель предполагает, что фиксированный участок теломеры теряется при каждой ре- 
пликации. Вторая модель основана на гипотезе, согласно которой динамика укорочения теломер 
зависит от их длины. В третьей модели величина укорочения теломеры фиксирована при каждом 
делении, но вероятность деления клетки зависит от длины теломеры. В четвёртой и укорочение 
теломеры, и вероятность деления зависят от длины теломеры. 

В основе работы голландских учёных [15] лежит гипотеза о прямой пропорциональной за- 
висимости интенсивности укорочения теломер от их длины. Здесь математическая модель пред- 
ставлена в терминах нелинейных дифференциальных уравнений, описывающих процессы укоро- 
чения теломер, динамика которых, в свою очередь, связана с пуассоновскими потоками. 

В рамках исследования учёного из США [16] проделана огромная работа по изучению раз- 

вития рака. В результате построена математическая модель процессов канцерогенеза, основан- 
ная на системе уравнений в частных производных. Она учитывает многие аспекты данного явле- 
ния, в том числе и механизмы укорочения теломер. 
Математическая модель. Математическая модель развития клеточной популяции построена на 
основе траекторных семимартингальных методов. Суть этих методов — описание закономерно- 
стей протекающих в клетках процессов в терминах стохастического исчисления. Факторы, влия- 
ющие на состояние клеток, но не известные биологу или не учитываемые при исследовании раз- 
вития клеток, представлены в таком описании в форме стохастических компонент случайных про- 
цессов. Это даёт возможность формулировать в строгом математическом виде биологические за- 
кономерности, определяющие динамику развития клеток. Данные закономерности в форме стоха- 
стических уравнений легко алгоритмизуются. Таким образом возникает возможность компьютер- 
ного имитационного моделирования процессов развития клеточных популяций. 

В настоящей модели процесс изменения числа клеток в популяции практически представ- 
ляет собой многомерный семимартингал. Изменения состояния клеток определяются скачками 
точечных (считающих) процессов. Такое представление позволяет моделировать независимые 
реализации процесса развития популяции. Также это даёт возможность в любой момент времени 
строить эмпирические функции распределения клеток по длинам их теломер и выявлять зависи- 
мости показателей популяции от параметров модели. Например, можно устанавливать, в частно- 
сти, следующие зависимости: 

— достигаемая популяцией клеток величина удвоений численности (РО) — от уровня свободных 
радикалов или интенсивности деления клеток; 

— время прекращения пролиферации популяции — от соотношения параметров модели; 

— относительное число делящихся клеток, а соответственно, и пролиферативный потенциал 
культуры — от РВ. 

В модели рассматриваются следующие механизмы изменения длины теломер: 

— регулярное укорочение теломер, возникающее при делении клетки; 
— укорочение вследствие накопления однонитевых повреждений теломер, вызванных оксидатив- 
ным стрессом. 

Также учитывается деление клеток с активной теломеразой, которое происходит без уко- 
рочения длины теломер вследствие наращивания концевых участков ДНК перед репликацией. 
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Предполагается, что популяция клеток состоит из двух групп. 

Т. Клетки с активной теломеразой. Деление происходит с последующим восстановлением 
теломерных участков ферментом теломеразой. 

П. Клетки, в которых отсутствует теломераза. При каждом делении происходит регуляр- 
ное уменьшение длины теломеры. По мере укорочения теломерных участков снижается интен- 
сивность деления клеток, а при достижении теломерами критической длины клетки утрачивают 
способность к пролиферации. 

Все клетки подвержены повреждениям ДНК свободными радикалами, вследствие чего 
также происходит уменьшение длины теломер. 

Количество клеток в каждой группе в момент времени Ё определяется функциями С (Е) и 


Е (Е) соответственно. Общее число клеток в популяции представляет собой сумму этих величин. 


Каждая группа клеток — это совокупность подгрупп, которые составляют клетки с различной 
длиной теломеры. Подобное представление даёт возможность наблюдать распределение популя- 
ции клеток по длинам теломер в любой момент времени. 


Пусть считающий процесс В° = (В представляет собой число актов деления клеток 
Е #>0 


при активной теломеразе (группа Г). Процесс В° = (ве ) — есть число клеток группы Т, у кото- 


рых произошло повреждение теломеры свободными радикалами. Процессы В” = (В: ) 


#20 ' 


К" = (& ре представляют собой число актов деления и повреждения теломер клеток в группе П. 


Число апоптозов клеток в группах Г и П определяются точечными процессами 02° = (2 ). си 
> 


р" =(5/)_‚ соответственно. 
120 
В ходе развития клеток снижается активность теломеразы (например, при дифференци- 
ровке стволовых клеток). Затем, по прохождении определённого числа актов деления (лимит 


Хейфлика) утрачивается возможность пролиферации. В рассматриваемой модели число клеток, 
утративших активность теломеразы (т. е. перешедших из Т во П группу), определяется считаю- 


щим процессом $ = (5, ),‚ (см. приложение). 

Таким образом, соотношения процессов В°, К°, В, К, 05, ГУ, $ определяют значения 
функций С (Е) и Е(Ё) (см. приложение). 

Все точечные (считающие) процессы, используемые в модели, являются неубывающими, 
поэтому представляют собой субмартингалы. Например, субмартингал В° = (ВР р согласно тео- 


Е 
реме Дуба — Мейера, допускает точное разложение В° = В° + М°, где Вг = | Ь°С (5) — ком- 
0 


пенсатор, возрастающий процесс ограниченной вариации, М° — мартингал. 
При моделировании непрерывного точечного процесса В° используется его дискретная 


модель, которая основана на следующем факте. Если компенсатор процесса В° представим в 


Е 
виде интеграла некоторой функции С (Е): В® = | 5°С ($) 45 ‚ то вероятность скачка процесса В° 
[4 Е 

0 


за малый промежуток времени ДЁ равна: 
РВ -В8 = 1} = 5°б (Е) АЁ+о(ДЕ), при ДЕ->0. 
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Поэтому процессы, построенные по последовательности случайных величин 


1 
ЕВ ы, : 1, свер. °С, 

=, 3,...: = 1! где р ' 
= 0, свер. 1-Л#°б у 


сходятся к распределениям процесса Вс при ДЕ ->0. 
При моделировании использовался шаг дискретизации ДЁ = 0,001. Случайные величины 
&, /[=1,2,3,... строились с помощью генератора псевдослучайных чисел с периодом 2". 
Величина 65°С (#) — интенсивность скачков (деления клеток) процесса В° . Это означает, 
что в момент Ё за малое время Л произойдет приблизительно °С (5) . А актов деления клеток. 


Интенсивности скачков остальных точечных процессов в модели определяются параметрами г°, 
Г, г’, 45, а* и $ соответственно. То есть для процесса Ю° интенсивность скачков имеет 
вид: г°С (Е), для процесса ВР — БЕ (Е) ит. д. 


Подобная конструкция позволяет построить модель эволюции культуры клеток с учётом 
рассматриваемых факторов, влияющих на изменение их состояний. Параметры модели имеют 
определённый биологический смысл и могут быть оценены в ходе анализа экспериментальных 


данных. Например, величины 5 и зе имеют смысл средней продолжительности клеточного 
цикла в группах Т и П соответственно. Параметры г° и г’ представляют собой интенсивность 
повреждения свободными радикалами теломер клеток в группах 1 и П соответственно. Параметры 
а° и а’ — средние скорости апоптоза клеток в группах Г и И соответственно. Величина $ — ин- 
тенсивность утраты клетками теломеразной активности. 

Обсуждение результатов моделирования. Компьютерное моделирование развития клеточ- 
ной популяции позволило проследить динамику распределений клеток по длинам их теломер. При 
этом рассмотрены параметры, которые соответствуют предположениям о приоритете различных 
факторов, определяющих характер распределений. Таким фактором может быть, во-первых, регу- 
лярное укорочение теломер из-за недорепликации концов ДНК в процессе деления. Во-вторых, это 
случайные разрывы, происходящие вследствие нерепарации свободнорадикальных повреждений 
или, например, воздействия ионизирующей радиации. Так, в ходе моделирования была установлена 
линейная зависимость средней длины теломер клеток от концентрации свободных радикалов в тка- 
ни (см. выше параметры гб и г”). Данный результат обобщает выводы, полученные в [17]. 

Заметим, что теломеры клеток человека и других млекопитающих укорачиваются в разных 
тканях с различной интенсивностью. Например, в печени при циррозах скорость укорочения воз- 
растает при усилении пролиферативных процессов. При этом необходимо учитывать оба фактора 
укорочения теломер, что позволяет в процессе моделирования воспроизвести особенности ре- 
ально наблюдаемых распределений. 

В некоторых тканях основную роль в укорочении теломер может играть неспособность 
клеток репарировать свободнорадикальные повреждения. Поэтому основным фактором, опреде- 
ляющим динамику распределений клеток по длинам их теломер, является механизм случайных 
разрывов. Примером такой популяции клеток, адекватно моделируемой предложенным методом, 
являются диплоидные фибробласты человека [18]. 

Построенные распределения клеток по длинам их теломер сопоставлялись с эксперимен- 
тальными данными, полученными на культурах фибробластов человека [18] с использованием 
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метрики Леви — Прохорова. Данная вероятностная метрика используется в качестве критерия 
достоверности выбранных параметров с заданным значением ошибки =*: 


= а ЕЕ нЕ [>0: Р®® (х -=)-=< Е" (х) < Е®® (х +=) +=, Ух ЕД} р (1) 
где Е“? (х) — функция распределения популяции клеток по длинам теломер, построенная на 


основе экспериментальных данных; Е" (х) — функция распределения, полученная в ре- 


зультате компьютерного моделирования. 

Использование данной метрики позволяет сравнивать эмпирические и модельные функ- 
ции распределения и фиксировать те параметры, при которых отличие одной функции распреде- 
ления от другой не будет превышать заранее заданную ошибку. 

На рис. 1 представлено качественное соответствие характеров моделируемых и реаль- 
ных экспериментальных распределений. Это свидетельствует о возможности применения и раз- 
вития данного подхода к моделированию воздействий различных факторов на популяции кле- 
ток — в частности, на раковые клетки при действии лекарственных препаратов или ионизиру- 
ющего излучения. 
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Рис. 1. Экспериментальная и модельная кривые распределений диплоидных фибробластов человека по длинам теломер 
(тысяч пар оснований — ТПО) для популяций различных возрастов 


В табл. 1 представлены начальные данные и время моделирования. Выбор размерности 
параметров моделирования зависит от типа исследуемых клеток. 

Итоги имитационного моделирования позволили установить, что данная модель явилась 
косвенным подтверждением физиологического объяснения предела Хейфлика. Определено сред- 
нее время достижения данного предела для популяции фибробластов человека. Выявлены зави- 
симости распределения времени прекращения пролиферативной активности популяции клеток от 
их распределения по длинам теломер. 

На самом деле предел Хейфлика трактуется в литературе достаточно примитивно, т. е. 
как определённое число делений клеток, после которого пролиферация прекращается. Однако, 
как показала и настоящая работа, развитие клеточной популяции представляет собой сложный 
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процесс, природа которого стохастична. Если рассматривать вероятностную суть данного явле- 
ния, то всегда присутствует некоторое распределение времени прекращения пролиферации кле- 
ток, т. е. её старения. Поэтому предел Хейфлика не чётко обозначен, и могут возникать различ- 
ные эффекты продолжительности пролиферативной истории клеток в зависимости от параметров 
клеточной популяции и условий её развития (скорость деления клеток, величина укорочения те- 
ломеры при делении клетки, концентрация свободных радикалов в ткани и т. д.). Эти особенности 
можно наблюдать с помощью имитационного моделирования и предложенной математической 
модели. Так, в ходе моделирования были получены зависимости скорости роста популяции от 
концентрации свободных радикалов в ткани и от средней длины теломер клеток. 






































Таблица 1 
Параметры имитационного моделирования процессов развития клеточной популяции 
Параметр Группа, обозначение РО10 РО10 РО49 РО55 
Ггруппа 9, (0) К=1,2,..., М(Ё) 4000 | 4000 | 4000 | 4000 
Начальное количество клеток 
П группа #, (0) А =1,2,..., М(Е) 4000 | 4000 | 4000 | 4000 
Тгруппа р° 0,158 0,151 0,161 0,163 
Интенсивность деления 
П группа 5” 0,1485 0,153 0,163 0,173 
Тгруппа а° 0,18 0,18 0,18 0,18 
Интенсивность гибели 
П группа а” 0,17 0,17 0,172 | 0,172 
Интенсивность свободнорадикальных повре- Тгруппа гб 104 10 10“ 10“ 
ждений п группа Г 10 10 10? 105 
Интенсивность утраты клетками теломерной ы 11 11 11 11 
активности 
Время т 63 77 87 94 




















Заключение. В настоящей работе рассматривались модели, применимые к описанию и исследо- 
ванию механизмов укорочения концевых структур ДНК — теломер. В качестве основы для моде- 
лей использовались стохастические дифференциальные уравнения. Цель настоящей работы — 
исследование на основе стохастического имитационного моделирования протекающих в клетках 
явлений, которые приводят к уменьшению длины теломер, следовательно, к снижению пролифе- 
ративного потенциала и возникновению различных патологий, в том числе онкологических. На 
основе данного исследования разработана математическая имитационная модель, которая позво- 
ляет не только вскрыть и качественно объяснить механизмы развития этих патологий, но и рас- 
считать их количественно — на основе анализа стохастических деградационных процессов тело- 
мер. Адекватность данной модели подтверждает сопоставление с экспериментальными данными, 
полученными на культурах фибробластов человека с использованием метрики Леви — Прохорова. 
Результаты работы могут найти применение в исследованиях старения и возникновения различ- 
ных патологий, а также при решении ряда вопросов в области геронтологии. 

Приложение. Подробное математическое описание модели. Пусть № (Е) — общее число 


клеток в момент времени ЕВ популяции, которая включает в себя клетки двух групп: 
М(Е)=6 (Е) +2 (6), (2) 
где С (Е) — число клеток с активной теломеразой; Е (Е) — число клеток, в которых данный фер- 


мент не действует. 
Число клеток популяции, способных к восполнению теломерных участков при делении за 
счёт активности теломеразы, выражается равенством: 


6), (2). (3) 
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Здесь М(Ё) — максимальная (по всем клеткам популяции) длина теломеры в момент времени & 
Она выражена в условных единицах, которые представляют собой среднее число пар оснований 
(ПО) нуклеотидов, теряемых вследствие «недорепликации» при делении клетки. Выражение 
9, (Е) — число клеток с активной теломеразой (группа Г), длина теломеры которых равна (. 


Значение процесса д, (Ё), К=1, 2, 3,..., М (Е) в каждый момент времени Ё выражается 
следующим соотношением: 


9 (Е) = 9х (0) + Вх (Е) + Хе, ()-5 к (Е) 0% (Е), К=1, 


]=К+1 
М(Е 


9% (Е) = 9 (0) + В» (Е) - ве (6+ о Кук (Е) 5% (Е) - Вр (Е), К=2М(И-Ь (9 


9, (= 9, (0) +88 (#)- а (®)-2° (©), К=М(#. 


1=1 





Опишем подробнее каждое слагаемое в (4). Начальное количество клеток группы Т с теломерой 
длиной К равно 9, (0). Процесс Вг (Ё), где К =1,2,..., М (Е), представляет собой число делений 
клеток с теломерой длиной К. Процесс Кр, (Е), где К =1,2,..., М(Ё), /=12,..., К -1, определя- 
ет число клеток, которые вследствие случайных повреждений свободными радикалами утратили 


участок теломеры длиной /. Поэтому общее число клеток, имевших теломеру ВИНО К, в кОТО- 


рых укорочение произошло из-за свободнорадикальных повреждений, равно Ус, ; (Е Соответ- 
1= 


ственно, число клеток, теломера которых имела длину, большую К, и уменьшилась до размера К 
м8 

вследствие случайных повреждений, равно »` К, , (Ё). 
1=К+1 


Процесс $, (Ё), К =1,2,..., М (Ё) представляет собой число клеток с активной теломера- 
зой и длиной теломеры К, которые в ходе развития утратили действие данного фермента (пере- 
шли в число клеток группы ТТ). Число апоптозов клеток группы Г определяется процессом 08 (Е) , 


Ким (Е 


Аналогично определяется число клеток, утративших теломеразную активность (группа 11): 
М(Е) 
Е -У,^ (1), (5) 
К=1 
где Ё, (Е) — число клеток, длина теломеры которых равна К. 
Соотношение, определяющее значения процесса #, (Ё) ‚ имеет вид: 


Е (Е) =Е (0) +28, (Е) + ;У К’ к (Е) +5, (#)- В (Е), К=Ь 


= 
К 


Г, (Е) =^ (0) В» (Е) +28... (Е) >.Вк, (В+ _ ее ВЕ а О) 


(Е) -Е (0)- В* () $40.52, к-М(е). 


Также приведём описание слагаемых в (6). Процесс В, (Е), где К =1,2,..., М (Е) , представляет 








собой число клеток, при делении которых происходит регулярное укорочение теломер двух обра- 
зовавшихся дочерних клеток на одну условную единицу. То есть длина теломеры этих клеток уже 
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равна К -1, и следовательно, выражение вычитается. Соответственно, число дочерних клеток, 
длина теломеры которых стала равной К после деления клеток с теломерой длиной К +1, равно 


Е 
28... (Ё). 
Предполагается, что все клетки подвержены свободнорадикальным повреждениям, по- 
этому смысл значений процессов К; ‚ аналогичен описанным выше процессам КР и 
Процесс $, (Е) также участвует в соотношении (4) и описан выше. Число апоптозов кле- 
ток группы П определяется процессом СД» (Ё), К =1,2,...,М(Ё). 


Распределения всех описанных выше стохастических процессов, участвующих в построе- 
нии математической модели, характеризуются своими компенсаторами”. Ниже приведены уравне- 
ния компенсаторов рассматриваемых процессов. 

Компенсатор процесса, определяющего число делений клеток группы Т, имеет вид: 


Е 
5с [2 
ВВ (Е) =5° [ 9, (Е). (7) 
0 
Здесь 5° >0 — интенсивность деления клеток, задаваемая как регулируемый параметр модели. 
1 ь ь 
Величина 55 имеет смысл среднеи продолжительности клеточного цикла клеток с активнои те- 


ломеразой. 
Компенсатор процесса, представляющего число случайных повреждений теломеры клеток, 
имеет вид: 


Кр, (Е) =1е, [ 9, (Е) а, (8) 


где Г. ‚ КЕ2,3,.... М (Е), Г=1,2,....К -1 — интенсивность свободнорадикальных повреждений 


теломер, которая пропорциональна концентрации свободных радикалов в клетках. 
Компенсатор процесса, представляющего число клеток, утративших теломеразную актив- 
ность, имеет вид: 


$, (Е) =$[ 9, (Ка, (9) 


где $ — интенсивность перехода клеток из группы 1 в группу П. 
Компенсатор процесса, считающего апоптозы клеток группы Т, равен: 


65 (в) = 9° [ 9, (#)а, (10) 


где 4° — интенсивность гибели клеток. 
Аналогичный вид имеют компенсаторы точечных процессов в соотношении (6), которое 


описывает динамику изменений клеток группы П. Соответствующие интенсивности (Б”, . ут а") 


также являются изменяемыми параметрами модели. 


* Для любого точечного (считающего) процесса, траектории которого представляют собой кусочно-постоянную функцию со 


скачками, равными 1, имеет место разложение: О, = О, +т,. Здесь т = (т,), — локально квадратично-интегрируемый 


Е 
мартингал, О = (©. й ‚ — компенсатор процесса О. Если компенсатор представим в виде О, = [9.45 ‚ то функционал 
в 0 


9 = (9,),„ представляет собой интенсивность скачков процесса @ , т.е. Р{0,,,-@, =1| } =4.-А+о(А), А->0. 
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ЗТОСНА$ТТС $ТМУГАТТОМ МОБЕММС ОР СЕН. ТЕГОМЕВЕ ЗНОВТЕМТМ 6 
МЕСНАМТ$М$ 1М АСЕТМС АМО ОТ$ТОВВАМСЕ ОЕУЕГОРМЕМТ РКОСЕ$$Е$” 


А. А. Вико, М. А. Кагем, $. А. КАги$а!еу 


5оте 155ие5 о! арр/утд {те юсвазНс зтшаНноп тоде/та 0 1е аезспрёоп апа зшаута оЕОМАЗ епа тис игез 
(1е/отегез) зпомепттд тесваттсх аге соп$!АЕгеа. ТПе айт о! 5 гезеагсй [5 Ю зшау — оп ве Базе оЁ 1е $ю- 
спазНс апа тиайоп тоде!тд — ргосеззез (п {Те се/5 [еа@ тд ю пе {еотеге5' епоён зропеп/пд, апа аз а соп- 
5едиепсе, {о десгеазтд {те ргоШегаёуе сарасйу, апа деуеортд ра поосбиез тс!иата опсообис опез. ТВе таЁй- 
етайса!/ тодЕ! 15 аезстрей т е зетита!тдее егтз. Тре апауя5 оЁ те тоде/та гези!з 15 Базе оп {Тег 
сотрайоп Ю {те Боосдгса! ехрейтепЕ5 аа. Тре Гогтеа се! @тривоп т ассогаапсе 0 те! еотегеэ” [епоЁТ 
5 сотрагеа ий! {те ехрептета! даа обатеа Епгоидн {те (е5Ё5 регогтеа ийт вВитап НгоБазЕ-си!иге итд 
[еуу — Ргоквогоу тес. Тпе $шоау гезий5 сап Бе изеа т Ыотесгса! гезеагсй оп адета, апа оп аеуеор/пд уап- 
диз райообиез, аз ие! аз п отд а питрег оЁ ргоМетз т {те Пе о! дегото/ду. 

Кеуигога5: чосразЁс тиайоп тоде/тд, зетйтатда!, сотрепзаёог, ОМА, (еотеге, {=отегазе, адта, саг- 
сподепе$6, охаёвуе °е5°, ее габса(. 


* Тне гезеагсН 15 зирромеа Бу е Митеу оЁ ЕдисаНоп апа 5аепсе о! {Не Виз$ап РедегаНоп (В&р сопаисе4 мт пе пате 
ОГ {Ле доуегптепЕ {азК оЁ ВЕ Мит&гу ог ЕдисаНоп апа 5аепсе Гог 2013, $ 5гаедс аеуеюртеп ргодгат Гог 2012—2016, 
Реуеюортеп* ргодгат оЁ ($ экидепЕ ипюп$ Рог 2012-2013). 
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УДК 67.05 ООТ: 10.12737/3510 


Исследование поперечных смещений трубной заготовки в процессе её 
механической обработки на основе компьютерного моделирования” 


Б. И. Голубь 


Исследуется возможность повышения точности параметров (шаг резьбы, угол профиля, наружный и внут- 
ренний диаметры резьбы) различных видов резьбы на обсадных бесшовных трубах. Как способ достижения 
поставленной цели рассматривается уменьшение амплитуд колебаний, возникающих в системе «станок — 
приспособление — инструмент — деталь» (СПИД). Для решения данной задачи предложена модель, описы- 
вающая колебания трубной заготовки в процессе её обработки и позволяющая определить влияние на обра- 
батываемый конец колебаний заготовки, возникающих в свободной её части. В результате проведённого 
исследования получена математическая модель, основанная на методе начальных параметров. В результате 
проведённых расчётов определена наилучшая (из рассмотренных в статье) схема расположения опор, при 
которой возникающие в системе автоколебания минимальны. Полученные в работе результаты могут быть 
применены на любом предприятии, занимающемся нарезанием резьбы на обсадных трубах. По результатам 
проведённого исследования было установлено следующее: 

— оптимальное количество опор для рассматриваемого оборудования — пять; 

— увеличение числа опор далеко не всегда приводит к уменьшению амплитуд колебаний; 

— изменение взаимного расположения опор является эффективным средством уменьшения амплитуды коле- 
баний, что способствует повышению точности параметров резьбы. 

Ключевые слова: точность обработки при резании, математическое моделирование, позиционирование 
заготовки. 


Введение. В последнее время условия добычи нефти и природного газа постоянно усложняются. 
Соответственно, растут требования к параметрам резьбы различных типов. Речь идёт о таких па- 
раметрах, как герметичность соединения, лёгкость свинчивания, способность противостоять по- 
перечным и продольным нагрузкам. Таким образом, качество резьбы обсадных труб — актуальная 
проблема [1], [2]. 

На Таганрогском металлургическом заводе (ОАО «ТАГМЕТ») получение резьбы с требуе- 
мыми параметрами затруднено по ряду причин. В процессе нарезания в системе СПИД заготовка 
вращается и прогибается под собственным весом. Всё это вызывает колебания. Изменяются силы 
резания. На рассматриваемом участке основными видами резьбы являются ОТТМ, ОТТГ, БАТ- 
ТРЕСС. Диапазон диаметров труб — от 140,0 мм до 219,0 мм. Толщина стенок — от 7,0 мм до 
12,1 мм. Длина труб — от 8,5 м до 12,3 м. 

Целью проведённого исследования является повышение качества резьбы на обсадных 
трубах путём уменьшения амплитуд автоколебаний, возникающих в системе СПИД. 

Описание предлагаемой модели. Трубную заготовку для простоты можно рассматривать как 
тонкий, упругий стержень с равномерно распределённой массой. 

Чтобы учесть влияние кривизны заготовки на возникающие в системе колебания, введём 
параметр кривизны, учитывающий геометрические особенности реальной заготовки. 

На рис. 1 переходные матрицы 3-го, 7-го, 8-го участков обозначены соответственно 
Ох, ОхНь Ш; длины 1-го, 2-го и 8-го участков — соответственно д, Б, 8; величины попереч- 
ных прогибов в сечениях 0, Т, 1, МТ, УП и УШ — д, 2, 2, 2, 2, 28; величины угла поворота в се- 
чениях 0, Т, П, МТ, УП и УШ — Фо, Фи, Ф2, Фь Фу, фз; Е] — крутильная жёсткость стержня; Л, К— 





* Работа выполнена в рамках инициативной НИР. 
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соответственно коэффициент демпфирования и жёсткость шпинделя; Е — сила резания; рР — 
масса единицы длины стержня. 





и 
ИЕ 825 ви 
Нё @жН7 Ох Нз 
78 |277 26 Е 20 
‚ | , | ЦТ 
Г Ф 60 1711} 
Ко] Ф; " | 1 04 


Рис. 1. Схема деформации трубной заготовки с двумя опорами 


Для удобства определения параметра кривизны принимаем, что труба имеет форму дуги, 
принадлежащей некоторой окружности радиуса г. Тогда величина прогиба определяется как 
кратчайшее расстояние от вершины дуги до её хорды. 

Для расчёта величина прогиба трубы под собственным весом была принята равной 
[р = 4.103 м. Радиус кривизны определяется из соотношения: 


Прогиб в 7-м сечении легко определить по формуле: 


пе 60 р - |) © 


где 2рг, — прогиб стержня в 2-м сечении; /‹ — длина стержня К-го участка; [ — длина всего 
стержня. 
Начальный угол прогиба для рассматриваемых сечений будет определяться как 











_п г- (1, - 2, ) 
фри, = 5 ага т 


(8) 
2-5) 








где фрг, — угол прогиба стержня в 2-м сечении. 
Для нахождения смещений трубной заготовки во время процесса обработки удобно восполь- 
зоваться методом начальных параметров [3], [4]. Переходная матрица участка будет иметь вид: 


А В с, р 


А*р А В С 
Н _ 7:4 # Р'4 2 # у 4 
"7 мс, мо, А В, — 


в, №С, А4Ь, А 
где А», В» С, О, — функции А. Н. Крылова для 2-го участка стержня. 
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Матрица Н, учитывает свойства материала и его геометрию, но для вычисления характе- 
ристик в соседнем сечении необходимо также учесть характеристики опор, на которых располага- 
ется заготовка. Это можно сделать переходной матрицей О„: 





1000 
0100 
= й 5 
= 1020.99 (5) 
—, 001 
И. /3 ь 
где =, =-_ т — смещение люнета под воздействием заготовки. 


В нашей модели заготовка совершает вращательное движение, поэтому необходимо 
учесть влияние инерционной силы. Можно сделать это при помощи матрицы Кл 





1000 
1 
ры 0 оо , (6) 
0510 
0001 
2 
У @.2п 13 Е 
60 ь а 20’ +а 
где дб, = Е. — смещение под действием инерционной силы; 7, =т, а — 
момент инерции трубы в 2-м сечении вдоль оси ОХ, 2рг, =0 — для данной модели; 
0? +а? 
70 =т5. РВ — момент инерции трубы вдоль оси ОХ. 


Чтобы учесть воздействие на систему радиальной составляющей силы резания, вводим 
матрицу Р,: 





3 Т 
[0 оо 28|, (7) 
где 2, — длина 2-го участка в Ей момент времени. 

Для применения метода начальных параметров необходимо знать начальные условия од- 
ного из концов стержня. В нашей модели сечение № 2 представляет собой зажим в патроне стан- 
ка, деформациями которого мы пренебрегаем ввиду большой жёсткости подшипниковых опор 
шпинделя. То есть для любого момента времени угол, на который отклоняется заготовка от своей 


оси, и координата её поперечного смещения вдоль оси 2 равны нулю: 


Ф›, = 0, 7.1 = 0. 
Тогда получаем систему уравнений в матричном виде: 
2, 2, 
Ф,, | _ Фо, 
=К2,.Н2,.К1,-НИ,. +К2,-Н2,.Е, (8) 
0 0 
0 0 


где К1,, К2, — переходные матрицы, учитывающие инерционные силы в Ёй момент для 1-го и 
2-го участков соответственно; Н1,, Н2, — переходные матрицы в Ай момент для 1-го и 2-го 


участков соответственно. 

Решение системы уравнений (8) будет иметь вид: 

Д2. 1, 
2, =-—; Фи, = Ве 9 
0,/ ло. Фе; ЛО, | 12, ( ) 


1 
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Здесь 
2_1 2_1 
ко 2-Ю)ы (Е-Ь).| а 
ВИА (2 _1, ыы 
Р_Т (От 
1 _( — 1/00 ( = А (11) 
А Но. 
2 _1,=К2,.Н2,.К1,.Н1,; О_1, =К2,.Н2,.Е,; (12) 
-(О_1 ИТ, 
к КО-Ь)ь (2-1). ва 
-(9_1,),, Е 
Обозначим 
200, =(2., Фу, 0 0), М, =К1,.Н1, 2007, М, =М,, +27. 
Тогда 


21 — (м. ] —2р/1., Ф,, = (м) 


где 2рг1, и фрг1, — величины поперечного и углового смещения 1-го участка в Ёй момент вре- 


17 -Фри1,, 


00 


мени. Для нашей модели они приравниваются нулю. 

Зная начальные условия в 0-м сечении, можно определить смещение детали в различных 
сечениях. Для этого необходимо последовательно перемножить переходные матрицы участков, в 
которые входят соответственно матрицы, учитывающие жёсткости опор, инерционные характери- 
стики, геометрические характеристики сечения. 

Введём следующие обозначения: 


2 


0, = (МО,.К,.Н,).К2,-Н2,.ЕТ, (14) 
к-3 

м, = (Мо, -к,-Н,)-К2, -Н2,-М,,, (15) 
к-3 

М, , =О,, а (16) 


Отсюда 


—1 
2. =(М,,}»- 22г,, Ф‚, = (М, „)., [^ +/2, + [5 ] — фр, , 
где 2=0... 26 — номер рассматриваемого сечения, / = 0... 80 — момент времени. 
Решение уравнения движения участка стержня в проекции на плоскость ГОХ будет иметь 
следующий вид: 


2у,,=2,,-9п ры + о. (17) 


Чтобы определить траекторию движения оси симметрии трубной заготовки в различных сече- 
ниях, необходимо найти проекции этих смещений (для дальнейшего нахождения результирую- 
щей). В нашем случае необходимое и достаточное количество таких проекций — две, в плоско- 
стях ФОХи УОХ. 

В плоскости УОХ на стержень будут действовать те же силы, что и в плоскости 2ОХ (в 
данном случае весом трубы мы пренебрегаем). Следовательно, переходные матрицы останутся 
неизменными. Проекция радиальной составляющей силы резания на плоскость УОХ будет равна: 
Р 
т 


113 


Р1= 


Технические науки 








а Е И. 13 
В горизонтальной плоскости жёсткость опор будет определяться зависимостью =У, = Е. ? 
Матрица жёсткости примет следующий вид: 
1000 
0100 
= 18 
—=), 001 


Матрица, учитывающая воздействие радиальной составляющей силы резания в проекции на 
плоскость УОХ, выглядит как: 





123 
22, = [0 00 21. я (19) 


Матричное уравнение движения стержня в плоскости УОХ и его решение будут иметь такой же 
вид, что и в плоскости ХОХ, с разницей лишь в самих переходных матрицах, матрицах, учитыва- 
ющих влияние жёсткости опор, а также в матрице, учитывающей воздействие режущего инстру- 
мента на заготовку. 

Зная решения уравнений движения в двух проекциях, можно определить траекторию 
движения стержня (по сути, оси стержня) в пространстве [5]. 

Если рассматривать отдельно взятые сечения в плоскости 2ОУ, то можно представить тра- 
екторию вращения оси стержня в виде эллипса с осями, равными УУ;, 2У,.. 

Уравнение эллипса можно представить в виде: 








у 
Т(у,2,/) = [1-57 2. (20) 
2, 
Анализ полученных результатов. На момент проведения эксперимента на рассматриваемом 
участке окончательной отделки работали лишь два крайних люнета — № 4 и №5 (см. рис. 1). 
Естественно одной из наших задач было выяснить, как этот факт отразится на качестве получае- 
мой резьбы. 

На рис. 2, а, бна оси Х отображена координата поперечного сечения стержня, на осях Ги 
У— поперечные смещения стержня соответственно вдоль осей Хи У, по оси Ё— время в секундах. 

На рис. 2, в, г, д, е — на вертикальной оси изображены поперечные смещения стержня 
вдоль оси 2, на горизонтальной — вдоль оси У. 

Все линейные размеры на рис. 2 указаны в миллиметрах. 

Из рис. 2 видно, что формы колебаний стержня претерпели значительные изменения. По- 
сле 18-го сечения амплитуда колебаний кардинально меняется. В сечении № 8, ввиду наличия в 
нем опоры, амплитуда колебаний резко уменьшается, затем наблюдается некоторый её рост до 
того момента, пока колебания не достигнут 5-й опоры, где значения амплитуды падают до мини- 
мальной отметки. После того как колебания достигнут сечений, находящихся за 5-й опорой, 
наблюдается резкое возрастание амплитуды. В начальные моменты времени в крайних сечениях 
она принимает значения порядка 20 мм. 

В плоскости УОХ подобные явления выражены менее ярко, однако амплитуды колебаний в 
крайнем сечении имеют практически такие же значения, что и в плоскости 2ОХ. 

По результатам проведённых расчётов можно сделать вывод о том, что 5-я опора практи- 
чески все время подвержена силовым перегрузкам, которые могут привести к её преждевремен- 
ному выходу из строя. 
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Рис. 2. Проекция динамических смещений за весь период протачивания на плоскость: а— 2ОХ, 6— УОХ; 
смещения в различные моменты времени в сечениях: в — № 14, г— № 18 — 4-й люнет, д— № 22 — 5-й люнет, 
е— № 26 — свободный конец стержня 
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Количество опор и их положение влияют на параметры технологической системы, изменяя 


её собственную частоту колебаний. Поэтому должен быть такой вариант, когда амплитуда коле- 
баний стержня, вызванных прогибом заготовки под собственной массой (а следовательно, и в 
зоне резания), будет минимальна. Это обеспечит наибольшую точность обработки. Итак, одна из 
первостепенных задач — нахождение такого количества опор и такого расстояния между ними, 


при которых выполняется вышеуказанное условие. 
В некоторых поперечных сечениях наблюдается смещение осей эллипса на п/2 (в даль- 


нейшем данное явление в статье будем называть переходной стадией), особенно ярко выражен- 
ное в 4-й опоре (рис. 2, Г). Смещение отрицательно сказывается на качестве резьбы, так как оно 


сопровождается периодическим увеличением полуоси эллипса в плоскости УОХ. В определённые 
моменты, когда значение полуоси эллипса в плоскости УОХ достигает предельных величин, заго- 


товка может на короткое время выскочить из паза люнета, тем самым вызвав ударную нагрузку в 
системе СПИД. Это явление неоднократно наблюдалось на рассматриваемом участке. 
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Рис. 3. Траектории движения оси вращения в различных сечениях в фиксированные моменты времени: а— 0 с; 6— 7/2 с; 
в— 374 с; г- Тс; Т= 35 с — время одного цикла протачивания; ось ХЬ— координата поперечного сечения стержня; 


Ги У— величины поперечного прогиба стержня соответственно вдоль этих осей; все размеры указаны в метрах 
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Из рис. 2 видно, что сечение 18 выступает в роли своеобразного демпфера: колебания, 
передаваемые от зоны возбуждения к сечению № 18, распространяются по свободной части заго- 
товки до 4-го люнета, который является первым препятствием на их пути. Пройдя 4-й люнет, ко- 
лебания через небольшой промежуток времени достигают 5-го люнета (сечение № 22), который 
также препятствует возникновению переходных стадий. После прохождения 5-го люнета колеба- 
ния преодолевают оставшееся расстояние так же, как и до 4-го люнета. Поэтому в сечении № 26 
(крайнее сечение) мы снова наблюдаем наличие переходных стадий. Таким образом, можно 
предположить, что при большем количестве опор наличие переходных стадий и, как следствие, 
возникновение в системе СПИД ударных нагрузок менее вероятно. 

Для рассматриваемой модели имеются два сечения (рис. 3), в которых в различные мо- 
менты времени достигаются наибольшие отклонения от оси вращения. Первое сечение — коор- 
дината максимального прогиба заготовки, второе — крайнее сечение свободного конца заготовки. 
Анализ влияния расположения опор станка на колебания заготовки. Ранее было отмече- 
но, что на амплитуду колебаний поперечных смещений стержня существенное влияние оказывает 
устройство крепления: количество и расположение между собой люнетов [6]. 
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Рис. 4. Изменения амплитуды колебаний стержня: а, в — вдоль оси ОХи 6, г— вдоль оси ОУ 
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На рис. 4, а, 6 показаны поперечные смещения стержня вдоль осей Хи У соответственно в 
зависимости от координаты сечения трубы Хи номера схемы расположения опор станка — 6. Все 
размеры указаны в метрах. 

На рис. 4, в, г показаны поперечные смещения стержня в зоне резания вдоль осей Хи У 
соответственно. Разными типами линий обозначены различные варианты схем расположения 
опор. По вертикальной оси отложены поперечные смещения стержня в 10“! м, по горизонталь- 
ной — координата поперечного сечения стержня в метрах. 

Большему числу опор соответствует меньшая вероятность возникновения ударных нагру- 
зок. Это ведёт к повышению точности обработки. С другой стороны, на имеющемся оборудовании 
сложно установить более пяти опор. Поэтому при выборе варьируемого параметра мы останови- 
лись только на взаимном расположении опор с неизменным их количеством, равным пяти [7]. 

Мы проанализировали 16 вариантов взаимного расположения опор. Результаты проведён- 
ных расчётов показаны на рис. 4, а, 6. Здесь символ 0 указывает на номер схемы расположения 
опор. Логично было бы предположить, что при меньшей амплитуде колебаний в крайнем сечении 
(№ 26) минимальная амплитуда будет наблюдаться и в зоне резания. Однако это не так (табл. 1). 



































Таблица 1 
Отклонения заготовки вдоль осей О? и ОУв зависимости от схемы расположения опор 
№ схемы Отклонение вдоль оси ОФ, 10-? Отклонение вдоль оси ОУ, 107? Отклонение радиус-вектора р, 
мм мм 10-? мм 
11, 15 2,265 2,161 3,130 
0 2,253 2,202 3,150 
1 2,44 2,215 3,153 
13, 8 2,243 2,227 3,160 
14 2,240 2,227 3,159 
2, 3, 5,9, 12 2,235 2,227 3,155 
4 2,232 2,229 3,154 
10, 7 2,231 2,238 3,160 
6 2,069 2,425 3,187 














Проведённый анализ показал, что при схеме расположения опор № 6 амплитуда колеба- 
ний имеет минимальные значения в зоне резания, в то время как в крайнем сечении № 26 ампли- 
Туда колебаний максимальна. Однако уже на рис. 4, г для оси ОУ видно, что при этой же схеме 
крепления амплитуда колебаний достигает максимальных значений. 

С точки зрения минимальной амплитуды колебаний в зоне резания наилучшие схемы рас- 
положения опор — №11 и №15 с приблизительно равной величиной радиус-вектора 
р=3,13.10-? мм. Их отличия от стандартной 0-й схемы показаны на рис. 5. 

Использование обеих схем расположения опор даёт практически одинаковый результат. 
Поэтому целесообразнее использовать ту из них, которую проще реализовать на практике. В 
нашем случае это схема № 15, так как при её реализации на производстве необходимо сменить 
положение лишь двух опор, в то время как использование схемы № 11 предполагает перемеще- 
ние четырёх опор [8, 9, 10]. 


118 





Вестник ДГТУ. 2014. Т. 14, №1 (76) 





























Рис. 5. Схемы расположения опор: а — исходная; 6 — предлагаемая схема № 15; в — предлагаемая схема № 11 


Заключение. В результате проведённой работы из рассмотренных схем крепления заготовки 
была выбрана наилучшая (по параметру наименьшего отклонения радиус-вектора заготовки). По- 
лучены схемы крепления с меньшими величинами отклонений радиус-вектора, чем смещения для 
исходной схемы. В рассмотренных схемах минимальное отклонение радиус-вектора составило 
3,13.10? мм при исходном 3,15 .10-? мм. Это свидетельствует об уменьшении погрешности по- 
зиционирования. 

В дальнейшем планируется провести оптимизацию расположения опор станка фирмы $М5 
МЕЕГ по критерию наименьшего отклонения радиус-вектора и рассмотреть большее число вариан- 
тов для минимизации амплитуды колебаний поперечных смещений стержня в зоне резания на 
Таганрогском металлургическом заводе ОАО «ТАГМЕТ». 
Библиографический список 

1. Авилов, А.В. Измерительный комплекс для оценки состояния системы СПИД / 
А. В. Авилов // Современные тенденции развития металлургической, машиностроительной и стан- 
коинструментальной промышленности : сб. тр. Промышленного конгресса юга России и Междуна- 

119 


Технические науки 








родной специализированной выставки «Метмаш. Станкоинструмент» 6-8 сентября 2006 г. — Ро- 
стов-на-Дону, 2006. — С. 38—41. 

2. Авилов, А. В. Расчёт собственных частот колебаний резца / А. В. Авилов, В. Г. Мирошни- 
ченко, Д. О. Козырев // Современные проблемы машиноведения и высоких технологий. — Ростов- 
на-Дону : Изд-во Дон. гос. техн. ун-та, 2005. — Т. 1. — С. 35. 

3. Ивович, В. А. Переходные матрицы в динамике упругих систем / В. А. Ивович. — 
Москва : Машиностроение, 1969. — 199 с. 

4. Авилов, А. В. Инновационные технологии в машиностроении / А. В. Авилов // Качество 
машин : сб. тр. Междунар. науч.-техн. конф., 3—5 сентября 2008 г. — Ростов-на-Дону, 2008. — 10 с. 

5. Бидерман, В. Л. Прикладная теория механических колебаний / В. Л. Бидерман. — 
Москва : Высшая школа, 1972. — 416 с. 

6. Ривин, Е. И. Динамика привода станков / Е. И. Ривин. — Москва : Машиностроение, 
1966. — 203 с. 

7. Левин, А. И. Математическое моделирование в исследованиях и проектировании стан- 
ков / А. И. Левин. — Москва : Машиностроение, 1978. — 184 с. 

8. Заковоротный, В.Л. Динамика процесса резания. Состояние и перспективы / 
В. Л. Заковоротный // Вестник Дон. гос. техн. ун-та. — 2005. — Т. 5, № 3 (25). — С. 17—42. 

9. Заковоротный, В. Л. Параметрические явления при управлении процессом обработки на 
станках / В. Л. Заковоротный, Фам Динь Тунг, Фам Тху Хыонг // Вестник Дон. гос. техн. ун-та. — 
2012. — №7 (68). — С. 52—61. 

10. Заковоротный, В. Л. Потеря устойчивости равновесия динамической системы процесса 
резания за счёт позиционных связей процесса обработки / В. Л. Заковоротный, Фам Динь Тунг, 
Нгуен Суан Тьем // Вестник Дон. гос. техн. ун-та. — 2011. — Т. 11, №8 (59), вып. 2. — 
С. 1335-1343. 


Материал поступил в редакцию 26.04.2013. 


ВеГегепсе$ 

1. АУПом, А. \. Титегкетпуу Котр!ек$ Фуа оепК! зо$юоуатуа ч$ету $РТОЮ. [Меазигетепе 
сотр!ех юг ММ/ЛР зубет $абиз еуа!цайоп.] боугетеппууе {епдепЕ5Й гахушуа теаЙигаспезКоу, 
тазито$гокетоу {| %апкотьгитегапоу рготу$НМеппо$Н : $Б. г. рготузМепподо Копдгезза учда 
Ко5$Й { тегИаупагоапоу зреёзахоуаппоу уу$а\уК! “Мебта$й. З{апкотя$гитеп(” 6-8 эетуабгуа 
2006 дода. [СиггепЕ аеуеортепе {гепа$ оЁ {Ле теа|, тасйте-БиЙЧтда, апа {юо!-такКта пач тез : 
Ргос. паи па! Сопдгез$ оР бощИ Кизча, апа п. Тгаде 5Ном/ “Мейта$И. Запкот$гитепе”, 6-8 
бер, 2006.] Козоу-оп-Ооп, 2006, рр. 38—41 (т Виззап). 

2. АМПом, А. \М., МиозппосНепКо, М. С., Коругем, О. О. Казспее зоБ$еппукН спазюоЕ коеБату 
ге7(за. [Сищег зе-гезопапЕ гедиепсу сасшаЧоп.] боугетеппууе ргоМету тазНтоуедетуа 1 уу5о- 
КИКВ {екппоюду. [Сиггепе ргоБетз оЁ таспте 4епсе апа Май {есйпоод!ез.] Козо\у-оп-Ооп : О$ТУ 
РиЫ. Сегцге, 2005, ма1. 1, 35 р. (т ВКизчап). 

3. Момси, М. А. РегекРодпууе тазу у атат!е иргид КП $&%ет. [Тгап$юп табсез п еа5- 
с сует аупапт$.] Мозсом/ : МазИто$гоуетуе, 1969, 199 р. (т Визчап). 

4. АмПо\, А. \. Тппоуаюппуе {еКппоодй у тазНпозоуепй. [ТппоуаНоп фесппоод!ез т та- 
сНте-Бийатоа.] Каспез5о та$Нт : $Б. г. Ме7Ааипаг, паисй.-еКИп. КопЁ, 3—5 зепбуабгуа 2008 д. [Ма- 
сНте адцаШу. Ргос. Тпё. 54.-Тесп. СопЁ] Козюу-оп-Ооп, 2008, 10 р. (т Визчап). 

5. Ваегтап, \/. 1. РИКадпауа {еопуа текпагпспе$ККИ коеБату. [Аррйеа {Пеогу оЁ теспапгса! 
о5саНоп$.] Мозсоми : Муз$Науа $ПКоа, 1972, 416 р. (т ВизЗап). 


120 


Вестник ДГТУ. 2014. Т. 14, №1 (76) 








6. Км, \. Т. Опат!а римуода $апко\м. [МасИте-айуе дупапт!с$.] Мозсоми : МазНто$гоуеп!- 
уе, 1966, 203 р. (м Визчап). 

7. 1емт, А. Т. Маетачспе$Коуе тодейоуатуе у 53едоуатуаКкИ 1! ргоуеКИго\мапй эапКом. 
[Маетафса! тоде!тд т тасйте $иЧе$ апа 4ечдптд.] Мозсом/ : МазНто&гоуепуе, 1978, 184 р. 
(т Кизчап). 

8. Гакомоговту, М. Е. ОтатИа рго5езза гегатуа. 5о5оуатуе ! регзрекёму. [Си тд ргосез$ 
упат!с$. СиггепЕ 5а{е апа {гепа$.] МезмК оЁ О$ТЦ, 2005, \а.. 5, по. 3 (25), рр. 17—42 (т Визчап). 

9. Гакомогойту, М. 1., РВат Ой Типа, Рпат ТВи Ниопд. РагатеиспезКуе уаметуа ри чр- 
га\епй ргоёзеззог обгаБо{К па э{апкакН. [Рагатей са! рАепотепа ипаег оп-тасНте ргосез$ соп- 
{го1.] Мех К оЁ О$ТЦ, 2012, по. 7 (68), рр. 52—61 (т Визчап). 

10. ХаКомогойту, М. Ё., РВат ОшИ Типа, Мацуеп Хцап СШет. Роегуа изюусНМм№о$Н гаупоуезуа 
ЧтпагтсИе$Коу у$ету рго5езза гегхатуа га $СИе* ро7й$юппукН \уагеу рго{ез5а обгаБо к. [Рупаптс 
фигптд зубет туаыу гочдН розюопа| соирИпд оГ {геайтеп( ргосез$.] Мезё оЁ О$ТЦ, 2011, 
\01. 11, по. 8 (59), 155. 2, рр. 1335-1343 (т Кизчап). 


ЗТОБУ ОМ ТУВЕ $НЕЦЧ. ТКАМЗУЕК$Е ОТЗРЕАСЕМЕМТ$ УМОЕК 11$ МАСНТМТМ6 
ВАЗЕО ОМ СОМРОТЕВ $ТМИЕАТТОМ” 


В. Г. СОШ 


Тре ро5Юу {ю (псгеазе рагатейег ассигасу (рИср о! {пгеаа, ргеззиге апо!е, ехегпа!/ апа тёегпа! пгеаа Фате- 
{ег) Юг иапоиз Ктпаб оЕ йгеаа оп е 5еат!ез$ сад /5 зисец. Аз а теап$ о! асшеутд {#е {агдеЕ доа/, Ше у-- 
рганоп атрШиае сотгасйоп ай$тд т {те зубет ‘тасбпте — иладеЁ — 100! — ра!!’ 15 сопуаегеа (МИ/ТР). То 
50/е те ргоМет, а тодЕ! ииср аезстрез ре $ВЕ/! озсШаноп$ т {Пе соигзе оЁ #5 ргосез$тд апа а!ои/5 аейпта 
{Ле /трасЁ оп {1е ио/К епа оЕЁ $Ве!! озсИайоп5 айпод т й5 |оо5е ра! 15 офегед. Тве $ иду 15 гезийей т а таЁе- 
тайса/ тодЕ! Базе оп те та! рагатеегз теёпоа. Тре са/си/айоп$ юЮипа пе БезЕ (о! {те сопхаегеа т {те 
рарег) зиррогЕ Госавоп Фадгат ипаег ии/св {те айзтд озсИавоп$ аге {те [ошезЕ Тпе оМатеа гезий сап Бе 
изей аЁ апу етегрибе аеа!тд ин Ейгеаа сиЁтд оп {пе сатд из. 

Тре пуезйдавоп гези! т пе Ю/ои/та: 

— орйтит диап у оЕ зирроп$ Гог {пе сопаегеа едшртепе 65 Ве; 

— ехрапзюп т {те питрег оЁ зиррог5 Бу по теап5 а№миаух [еа4$ Ю #е иуБгайоп атрИиае согЁгасвоп; 

— спапдтд т {те геавие роэоп оЁ зирроп5 (5 ап ейесйие теап5 о! {те иБгайоп атрИиае сотгасйноп паЕ 
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* ТНе гееагс {5 аопе мт {Пе #гате оЁ {Не паерепдепе В&р. 
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УДК 631.362.001.573 ООТ: 10.12737/3511 


Модельное прогнозирование показателей функционирования 
воздушно-решётной зерноочистительной машины от роста эффективности 
операции пневмосепарации” 


Ю. И. Ермольев, А. В. Бутовченко, А. А. Дорошенко 


Рассмотрена взаимосвязь роста эффективности процесса пневмосепарации и показателей функционирова- 
НИЯ воздушно-решётной зерноочистительной машины. Приведена математическая модель функционирова- 
ния пневмосепаратора и решётной машины, как замкнутой квазистатической системы. В качестве критериев 
приняты агропоказатели функционирования машины. При вариации подачи, технологических свойств исход- 
ного материала и полноты выделения каждого компонента выявлены рациональные параметры аргументов 
управляющих факторов, определены численные результаты величины потерь зерна, полноты выделения 
сорных, зерновых примесей, а также их содержания в очищенном материале. Построенная математическая 
модель процесса пневмосепарации гетерог. енной сыпучей среды позволяет, используя известные методы 
параметрического и структурного синтеза, проводить мног омерный анализ процесса и оценивать рациональ- 
ные параметры пневмосепараторов для задаваемых условий и ог! раничений на показатели его функциониро- 
вания. По результатам моделирования выявлена тенденция изменения показателей функционирования ма- 
шины и их взаимосвязь с агропоказателями. Полученные при моделировании результаты показали значимое 
увеличение производительности и технологических показателей функционирования подобных машин от ро- 
ста эффек тивности их пневмосепаратора. 

Ключевые слова: пневмосепаратор, математическое моделирование, параметрический синтез, многомер- 
НЫЙ анализ, показатели функционирования. 


Введение. Целесообразно выявить количественное влияние роста эффективности операции 
пневмосепарации зернового материала на эффективность всех операций первичной очистки зер- 
на в современных воздушно-решётных зерноочистительных машинах. 

Решение задач программного прогноза с использованием функционально-иерархических 
моделей позволит выявить рациональные направления повышения эффективности функциониро- 
вания воздушно-решётной зерноочистительной машины (ВРЗОМ), оценить качество первичной 
очистки зерновых культур с учётом прогнозируемого роста эффективности выполнения этой 
частной технологической операции. 

Для решения поставленных задач использован метод модельного прогнозирования [1]. 
Для анализа выделена современная зерноочистительная ОЗС-50/25 (разработана ГСКБ ОАО «Зер- 
ноочистка»). 

Математическую модель процесса функционирования ВРЗОМ, как замкнутой квазистатич- 
ной системы с заданной К, -й функциональной схемой, в общем виде можно записать [2]: 


Е5, = |, А, С, [№ (х),Ть, (х)]} —> тах ; (1) 
Аз еА,, РЕЕ, Хебь(х,и); (2) 
а, рва 0.30, | (3) 


Здесь Ё — вектор входных воздействий на принятую в зерноочистительной машине систему опе- 
раций (рис. 1) 
Е = (©, а, И, М(Ь,),с(Ь,),^, (В), Г, (Н)}, (4) 





* Работа выполнена по теме № 2.2.13 в рамках выполнения госзадания Минобрнауки России. 


122 


Вестник ДГТУ. 2014. Т. 14, №1 (76) 








А — вектор управляющих факторов системы, обеспечивающих её функционирование, 
А- [Вл (В), (В), Р, (В), (Н), г (В), Ко, (х} (5) 
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Рис. 1. Структурная схема воздушно-решётной зерноочистительной машины с многоярусными решётными модулями 


Векторы входных и управляющих воздействий на пневмосепаратор Е и А’, на решётный 
модуль — Ё, и А, , на пневмосепаратор № 2 — Ё,, и А„, показаны на рис. 1. 

В формуле (1) Х — набор технологических операций из С, (хи) множества, реализуе- 
мых в К, функциональной схеме ВРЗОМ. С, {К., (%)+Ть )} — функционал, определяющий 


показатели технологического процесса в ВРЗОМ (полнота выделения гх компонентов, потери 
зерна, содержание в очищенном зерне других Рх компонентов), для принятой К 5, (х) -Й её схемы. 


Выходные показатели функционирования зерноочистительной машины определяются век- 
тором В, ‚ Независимые аргументы которого в вероятностно-статистическом смысле случайные 


величины: 
В = па Яр, И, В, бы В, б., 5, О,, О» О м Ул, Улж, У, У», О а» В (6) 

где Е, — критерий эффективности реализации технологического процесса ВРЗОМ; =„, — полно- 
та выделения из зернового материала отделяемых }х компонентов; д,,д, — потери зерна на 


х! -й операции и общие; О., О,,@„ — масса выхода очищенного зерна, фуражных отходов и 
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отходов разных категорий; у„,У„ — масса }х и всех компонентов, содержащихся в зерно- 
вом материале после реализации х/-й операции; у„‚,У„ — масса }х и всех компонентов, 


выделенных из зернового материала после реализации х/-й операции; Б.., — содержание 


пм 


Его компонента в массе очищаемого материала и в выделяемых фракциях Ь. — Полно- 


м й м 


та прохода го компонента в очищаемый о материал после выполнения х7 -й операции. 


Ха 
=1- 


Еф = То (7) 
Функция цели 
Е, > тах. (8) 


В общем виде плотность вероятности распределения зернового материала по ширине В 
пневмоканала и решётного модуля — №, (В), а плотность вероятности распределения скорости 


воздушного потока в пневмоканале — /, (В,). Тогда количество зернового материала О», попа- 
дающего на каждый р-й участок (р = 1, 2, ..., е) К-й ширины рабочего органа, 
р 
т [^, (в)ав 


т (9) 
7, (в)ав 





а средняя скорость воздушного потока на р-м участке: 
р 





[2 (в)ав 

а | (10) 
[7 (в)ав 
р 


Полнота выхода }х компонентов зернового материала в очищенное пневмосепаратором зерно: 


о, у ик; [05 и, ) 


Е, = 5 (1+ (1-к,)|, (11) 


где-Ес (©., и, ) — действительная полнота выхода го компонента в очищенное пневмосепара- 





тором зерно, для условий сепарации, определённых подачей О, зернового материала и скоро- 
стью И, воздушного потока на р-м участке пневмосепаратора; К; — прогнозное увеличение 
полноты выделения го компонента в пневмосепараторе. 
и (,, и,} = Г[9,, И, аз, Ми, Е, (В ), Г о (В ), ВИ (12) 
где Му — математические ожидания средних скоростей витания Хх компонентов в исходном ма- 
териале; В„ — ширина /го пневмоканала; №» — глубина #го пневмоканала; Ё, — условия вво- 
да зернового материала в пневмоканал. 


Конкретные математические модели, определяющие &„., для вертикальных пневмокана- 


пк 
лов, для пневмосепараторов с активным вводом зернового материала в вертикальный или 
наклонный пневмоканал определены [2]. 
При выполнении ограничений (1)-(3) можно рассчитать показатели процесса пневмосепа- 
рации: 
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содержание сорных примесей (] = 1, 2, ..., ©) в очищенном зерне 
2. а,=, 
В; (13) 
> а, 
1= 
полнота выделения =„ пневмосепаратором в отходы сорных (] = 1, 2, ..., ©) примесей 
2. [а, (1-Е )] 
&е = — р (14) 


Г. 
2.2) 


1= 





содержание Хх компонентов в очищенном зерне 


Бове (15) 


й г Ь 
Ха, Е 
71 
полнота выделения /-го компонента зернового материала в пневмосепараторе 
Вен (16) 
содержание /-го компонента Р„, зернового материала в лёгких отходах 


= 


ь у [а, (1 =ы )] 


1=1 


масса 9 отходов и масса очищенного в пневмосепараторе зерна 


©, =. (1-„), кем); 9, =@-@,, «имо. (18) 


#(@) 





; (17) 


Построенная математическая модель процесса пневмосепарации гетерогенной сыпучей среды 
адекватна. Ранее в [1, 3-9] доказана адекватность отдельных элементов, входящих в эту систему. 
Это позволяет, используя известные методы параметрического и структурного синтеза, проводить 
многомерный анализ процесса и оценивать рациональные параметры пневмосепараторов для за- 
даваемых условий и ограничений на показатели его функционирования [4]. 


Входное воздействие на рассматриваемый решётный модуль выражается вектором А, , не- 
зависимые аргументы которого в вероятностно-статистическом смысле случайные величины: 
Е, = [@,„аь,М/, М (,), * (6), г. (В,), (НЕ (1 )]. (19) 
Активные средства, определяющие эффективность функционирования решётного модуля, найдём 
вектором А, : 


а (20) 
где все показатели определены [2, 10]. 

Различные базовые решётные модули, которые можно использовать в ВРЗОМ, математи- 
ческие модели, описывающие процессы функционирования базовых и комплексных (составлен- 
ных из различных структур базовых модулей) решётных модулей определены [2, 10]. 

Рассмотрим в общем случае многоярусный решётный модуль ВРЗОМ (рис. 2) с неоднород- 


ными по длине (/.,..., /„) и высоте (1, 2, ..., К) решётами и с различными кинематическими па- 

раметрами. В общем виде на ярусы решёт поступает 9:;,9›;,...9т,9в Количество ]-го компо- 

нента сыпучего материала с их торцов, определяемое плотностью вероятности распределения 
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г. 


те Н расстановки ярусов решёт: О = О, (см. выражение (18)), содержание }-х компонентов в сы- 
пучем материале Р; определяется из выражения (15)). Распределение случайной величины 4, по 


(Н) случайной величины О (подача сыпучего материала на ярусы (1, 2, ..., К решёт) по высо- 


ширине В, сепараторов в ярусах определяется плотностью вероятности № (В). В качестве допу- 


щения здесь и далее будем считать поступление сыпучих материалов на ярусы решёт постоянны- 
ми по времени (процесс квазистатичный) и с равномерным распределением /-х компонентов в 


сыпучем материале (} =1,2....). 














2 Ве 22 


у м Ф ® № ®Ф ФФ 
ты ва я у ы 
№ _ 
тт Яо ть с 


ту Я 


$ _ 





в) 





ФБ) 


Рис. 2. Многоярусный решётный модуль. Плотность Г. (н) вероятности поступления зернового материала 





на К-е решётные ярусы и плотность вероятности №, (В) его распределения по их ширине В} 


Полноту просеивания /-го компонента на б-м решётном ярусе можно определить по из- 
вестному выражению [2]: 





гА 


р= 


] ). 
= : "7 "аб `Е5р (9) 
Н 





1 =1 
Е = ы р (21) 
ГДЕ Е5р = „пор +[1- Ел озер "бор 

При известной полноте просеивания =„, Л-го компонента на отдельном ярусе решёт 


(5=1,2,..., К) полнота просеивания /-го компонента на всех ярусах решётного модуля опреде- 
ляется из выражения 


К 
>.45 ‘а 
Е: = К ЗИ 22 
1 О , а, .К ' ( ) 
где а5; — содержание 7-го компонента в сыпучем материале, поступающем на 9-й решётный 


ярус. 
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Полнота просеивания / -го компонента на длине [ б,„-го решета модуля определяется из 
выражения 


/ 
2 Чт `а5т ` бт [Чи Е) 








Ре ы - (23) 
| о (Н)ан т-1 
ра По у) а, -! 
} | (Нан ^ 
6=1 
Полнота просеивания /-го компонента &„ через все т-е решёта К ярусов определяется из 
выражения 
, | г, (Н)ан 
В (24) 
м | г, (Н)ан 
6=1 


Полнота просевания /]-го компонента & ‚ через все п-е решёта КА -ярусного решётного модуля 
определяется из выражения 

=, Е (и-а + [1 = в р 2 ' (25) 
ГДЕ =„_)„ — Полнота просевания 7-го компонента через все (п -1) последовательные решёта в 


К ярусах. 
Полнота схода &„„ Л-го компонента со всего д„ -го решета составит 


/ 
>, ЧётьЯ ; схту [о ) 
р= 





РЕ 26 
СХбт7 9.„а,! 7 ( ) 
а со всех т -х решёт К -ярусного решётного модуля 
К 
Фот = 2 РоЕовту (27) 


Полнота выделения /-го компонента =„„, сорных =„„ и зерновых =„„ примесей из зернового 


материала на решётах решётного модуля составит 


Е5р =, +Есу; (28) 

Ерер = > Евр , (29) 
И[@ 

2 влзр = 2.65 я (30) 


Лпз 
Для модельного прогноза использовали построенную обобщённую математическую модель 
(1)—(30) функционирования ВРЗОМ. 
Одним из возможных путей оценки влияния роста эффективности пневмосепарации зер- 
нового материала на показатели работы ВРЗОМ является прогнозирование величины основного 


показателя функционирования операции пневмосепарации лю использованием вариации коэф- 
фициента К, прогнозного увеличения полноты выделения го компонента из зернового материа- 


ла в отходы при реализации этой операции. 
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При каждом изменении прогнозных коэффициентов К, для оценки показателей функцио- 
нирования всей ВРЗОМ проводился её параметрический синтез по программе $/#-1-5. 

Для прогнозирования показателей функционирования ВРЗОМ и оценки эффективности его 
функционирования аргументы вектора #Ё (4), = (19) независимых управляющих входных воз- 


действий имеют вид 
2,22 <090<5,54 кг/с, 


КГ Е 
Е =0,19 — — подача зернового материала в ВРЗОМ; содержание Гх компонентов а; в зерно- 
М.С 


вом материале: а, = 0,8738 — зерна пшеницы; а, = 0,06 — щуплого зерна; а, = 0,008 — мелких 
сорных примесей; а, = 0,0001 — половы; а, =0,005 — соломистых примесей; а, =0,045 — 
крупных примесей; а, =0,001 — дроблёного зерна; а, = 0,008 — семян сорняков; И/ = 14 % — 
влажность исходного зернового материала. 

Размерные характеристики зерна пшеницы: ширина В, = 2,888 мм, б», =0,475 мм; тол- 


щина БР, = 2,645 мм, в, =0,153 мм; длина БВ, = 6,228 мм, с,, =0,640 мм; у=760 — — плот- 
м 


ность зернового материала. 
Ограничение вектора А (5), А, (20) управляющих факторов приняты с учётом известных 


технических характеристик ВРЗОМ: У, = 6 м/с — средняя скорость воздушного потока в пневмо- 
канале; В =1,0 м — ширина пневмоканала; В, =0,98 м — рабочая ширина решёт; а = 6° — угол 


наклона решёт к горизонту; В„ =0,15 м — глубина пневмоканала; А = 0,008 м — амплитуда ко- 


лебаний решёт; 7,17 <п < 8,0 кол/с; ЕЁ, =0,17 кол/с — частота колебаний решёт. 


Для подсевных решёт Р, Р;:, Р, Р:, Р.>, Р.>, Р», Р> (рис. 2): 
@ 1, ба, Фа, би = 1,7 ММ; @2, 02, >, 012 = 2,0 мм. 
Для зерновых решёт Раз, Рзз, Рьз, Раз (рис. 2): 
3,0 < @з, з, Фз, @з < 3,4 мм; 11, =0,2 мм. 


Ограничениями при моделировании процесса являются: потери зерна дб, < 0,5 % ; выход зерна в 


фуражные отходы 6, <2 % ; содержание зерновых примесей в очищенном зерне б„, <2%; со- 


п — 


держание сорных примесей в очищенном зерне б, <1%. 


При параметрическом синтезе на ЭВМ определялись параметры аргументов вектора В, 


(6) при обеспечении условий заданных ограничений и соответствующие им технологические по- 
казатели процесса очистки зерна пшеницы в ВРЗОМ. 

Результаты математического моделирования процесса функционирования исследуемой 
ВРЗОМ при вариации величины к, (табл. 1) прогнозного роста усреднённых показателей полноты 


выделения в пневмосепараторе }-х компонентов приведены на рис. 3-6. 

В результате анализа результатов моделирования, представленных в работе на рис. 3-7, 
установлено наличие функциональной связи между прогнозируемым ростом эффективности вы- 
деления из зернового материала в пневмоканале ВРЗОМ сорных и зерновых примесей и показа- 
телями функционирования всей ВРЗОМ. Кроме этого по результатам моделирования можно уста- 
новить пропорциональное увеличение полноты просеивания зерновых и сорных примесей на ре- 
шётах ВРЗОМ. Для всех подач (от 3,7 кг/(м-с) до 5,54 кг/(м-с)) растёт полнота выделения сорных 
примесей на решётах и для минимальной подачи составляет от 0,8781 до 0,9202 для коэффици- 
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ентов от А! до А соответственно. Полнота выделения зерновых примесей, в зависимости от роста 
коэффициента А; эффективности пневмосепаратора, падает (рис. 4). Связано это с тем, что наря- 
ду с ростом полноты выделения компонентов, входящих в состав зерновых примесей, уменьшает- 
ся содержание их в зерновом материале поступающем на решёта ВРЗОМ. 


Таблица 1 
Величины роста коэффициента К; эффективности пневмосепаратора для каждого 
компонента, входящего в состав исходного материала 


| = Коэффициенты эффективности К, бер. | эффективности К, безр. 
Подача, О, кг/(м:с 
А № к к к 


> 


Зерно 

Зерновые примеси 
Мелкий сор 

Полова 

Соломистые примеси 
Крупные примеси 
Овсюг 

Дроблёное зерно 
Среднее 


























на | на | на | на | на | На | ка | ка | нь 




















Анализ показывает, что рост эффективности выделения зерновых и сорных примесей в 
пневмосепараторе существенно сказывается на показателях работы всей ВРЗОМ. Так, потери зер- 
на не удовлетворяют агротребованиям при подаче 3,7-4,07 кг/(м-с) для Аа, а при А на всех пода- 
чах 3,7-5,54 кг/(м-с) выполняются (рис. 6). Агротребования по содержанию сорных примесей в 
очищенном материале выполняются для всех значений К, полученных при прогнозировании 
(рис. 7). Агротребования по содержанию зерновых примесей для К, выполняются при подаче 
3,/ кг/(м.с). С ростом эффективности функционирования пневмосепаратора агропоказатели вы- 
полняются при А№› — 3,89 кг/(м-с), № — 4,26 кг/(м-с), № — 4,63 кг/(м-с), Ав — 4,99 кг/(м-с) и А — 
5,54 кг/(м-с) соответственно. 

Прирост ДО производительности ВРЗОМ по сравнению с прототипом (А!) при росте К; 
приведён в табл. 2. 

Таблица 2 
Величина прироста АО производительности воздушно-решётной зерноочистительной 


машины ОЗС 50/25 от величины роста эффективности функционирования 
её пневмосепаратора К; 

















Коэффициент эффективности К; Ю ю № № № № 
Прирост производительности ДО ИЕ 0 О 9258 ОВ вы ЗН 
- м.с.% 7,46 13,49 22,5 28, 46 33,09 























Анализ полученных результатов показывает, что для рассмотренных условий моделирова- 
ния технологического процесса функционирования ВРЗОМ О3С-50/25 и принимая в качестве 
ограничений заданные агропоказатели, при увеличении коэффициента К, наблюдаем существен- 
ное увеличение производительности и улучшение технологичических показателей функциониро- 
вания ВРЗОМ. 





* Прогноз (экстраполяция). 
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—— К ——К2 ——К. К. К. —— К 


в) 
Рис. 3. Зависимость полноты выделения сорных =, (а), зерновых =, (6) примесей из зернового материала и чистоты 


Ь„„ (в) очищенного в пневмоканале ВРЗОМ в зависимости от подачи зерна О и прогнозной величины 


к, — роста эффективности функционирования пневмосепаратора 
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Рис. 4. Зависимость полноты выделения сорных =,„, (а) и зерновых =, (6) примесей из зернового материала 
на решётах ОЗС-50/25 в зависимости от подачи зерна © и прогнозной величины А, — роста эффективности 


функционирования пневмосепаратора 
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Рис. 5. Зависимость полноты выделения сорных =„ (а) и зерновых =„, (6) примесей из зернового материала 
в ОЗС-50/25 в зависимости от подачи зерна @ и прогнозной величины К, — роста эффективности 


функционирования пневмосепаратора 
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Рис. 6. Зависимость потерь зерна д, (а) и чистоты аз (6) очищенного в ОЗС-50/25 в зависимости от подачи зерна Ои 
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Рис. 7. Зависимость содержания сорных ВБ. (а) и зерновых В. (6) примесей в зерновом материале очищенном 
в ОЗС-50/25 в зависимости от подачи © зерна и прогнозной величины А, — роста эффективности 
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УДК 658.516.3:621 ООТ: 10.12737/3512 
Устойчивость процесса алмазного выглаживания” 


В. Л. Заковоротный, М. М. Ханукаев 


Рассматривается проблема устойчивости траекторий формообразующих движений при алмазном выглажива- 
нии. Предлагаются уравнения динамики, на основе анализа которых определены механизмы и условия поте- 
ри устойчивости. При анализе устойчивости рассматривается уравнение в вариациях относительно точки 
равновесия, задаваемой технологическими режимами и внешней постоянной силой, определяющей внедре- 
ние наконечника в заготовку. На основе этого предлагается способ настройки технологической системы по 
динамическим параметрам. Он позволяет выбрать рациональные значения усилия прижима алмазного нако- 
нечника к обрабатываемой детали, его геометрию, параметры инструмента и технологические режимы. По- 
казано, что по мере сближения наконечника инструмента с заготовкой система становится более склонной к 
потере устойчивости. Потеря устойчивости зависит также от радиуса алмазного наконечника и технологиче- 
ских режимов. 

Ключевые слова: процесс алмазного выглаживания, устойчивость процесса. 


Введение. Методы обработки деталей поверхностным пластическим деформированием доста- 
точно распространены. Они позволяют управлять шероховатостью поверхности, остаточными 
напряжениями, микротвёрдостью, а также их распределением в приповерхностном слое и др. В 
результате изменяется износостойкость деталей, контактная выносливость, коррозионная стой- 
кость [1—5]. Выглаживание, как один из методов отделочно-упрочняющей обработки, осуществ- 
ляется специальным инструментом-выглаживателем, который скользит под определённым давле- 
нием по обрабатываемой поверхности, пластически деформируя её, сглаживая при этом микро- 
неровности (следы от предыдущей обработки) и уплотняя поверхностный слой. Поверхности, об- 
работанные алмазным выглаживанием, обладают высокой износостойкостью при образовании пар 
трения и высокой усталостной прочностью. Однако все эти факторы имеют место в том случае, 
когда траектории движения инструмента относительно заготовки являются устойчивыми. В про- 
тивном случае рассматриваемый процесс, как правило, сопровождается автоколебаниями, пара- 
метры которых ухудшают качество формируемой поверхности. В статье ставится задача опреде- 
лить факторы, влияющие на устойчивость процесса выглаживания. При этом рассматривается 
устойчивость траекторий движения вершины наконечника алмазного выглаживателя относитель- 
но образца. 

Математическое моделирование динамики процесса. Схема процесса приведена на рис. 1. 
Технологический процесс формируется в результате взаимодействия подсистем инструмента и 
обрабатываемой детали через динамическую связь, которая образуется в области контакта ал- 
мазного наконечника и детали. Эта схема соответствует процессу трения индентора с образцом, 
который достаточно подробно рассмотрен в работах [6-11]. Конструктивные особенности инстру- 
мента таковы, что между наконечником и корпусом устанавливаются пространственные упругие 
элементы. Поэтому при изучении динамики деформациями заготовки можно пренебречь. Если 
заданы внешние силы Е (Ё) = {Е (Е), Б, (#)} ‚ То уравнение упругих деформаций можно предста- 
вить в виде 

п Х ха ах 


=. О +СХ=Е(Ё), (1) 





* Работа выполнена по теме № 7.5477.2011 в рамках выполнения госзадания Минобрнауки России в части НИР. 
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. то 
где Х (Е) ={Х, (#),Х, (1 ХУ — вектор упругих деформационных смещений; т= | С м , 
Па И С: С 1 
в = с= — соответственно матрицы инерционных, скоростных и упру- 
В, 2 > 2 С, 2 С», 2 


гих коэффициентов, которые являются симметричными и положительно определёнными. 
Предварительные исследования также показали, что на основе оператора поворота коор- 
динат имеется возможность в системе выделить углы ориентации коллинеарных направлений, 
причем для матрицы упругости и скоростных коэффициентов они совпадают. Угол ориентации 
коллинеарных осей с учетом высказанных выше особенностей равен (рис. 1, а) 





2с 
Ч - агс9 ее | (2) 
2 [> № ба] 


Алмазный 
наконечник 





в) 


Рис. 1. Система динамической модели: а — координаты, в которых отсчитывается упругое деформационное смещение 
вершины инструмента и внешние силы; б — схема формирования поверхности выглаживания; в — Е, и РЁ, ‚ функции 


сближения алмазного наконечника с обрабатываемой поверхностью 


Таким образом, если оси Х ={Х,, иу={у,, у, совпадают (а =0), то матрицы с и 


В также становятся диагональными, а система (1) распадается на два скалярных уравнения. Для 
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раскрытия особенностей динамики процесса выглаживания необходимо СИЛЫ 


=(6)={ 
необходимо учесть две главных особенности зависимости сил от координат состояния: они увели- 
чиваются при возрастании внедрения алмазного наконечника в обрабатываемую поверхность 
(рис. 1, би в) [7, 8]; имеет место запаздывание изменения сил по отношению к вариациям внед- 
рения «И - Х, », зависящее от точки равновесия Х“. Причём, запаздывание определяется объё- 


Е (Е), Е, (#)} представить в координатах состояния Х (Е) = {Х, (#), Х, (#}}. При этом 


мом пластической деформации материала, приходящимся на единицу пути инструмента. Это путь, 
потраченный на пластическую деформацию. Поэтому запаздывание зависит от скорости резания. 
Кроме этого, в процессе внедрения имеет место перераспределение составляющих сил резания 
[12-14]. Поэтому величины запаздывания по отношению к силам А и РА, различны. 


Зависимость установившихся значений сил от внедрения (рис. 1, в) в дальнейшем будем 
называть функциями сближения. С учётом отмеченных выше особенностей, уравнения динамики 
процесса выглаживания в развернутом виде можно представить в виде следующей системы 





4х, ах, ах, 
т. И а +611, +6, 4Х, =Е (И-\)+8(Ё); 

ах ах ах 
ВА С, „Х, + СХ, = (И -1,)+ (6; е 
ТИХ: 

@ 

ау. 
ТА =Х, 


где Т,, Т, — аргументы, моделирующие запаздывания сил в виде апериодических звеньев; # (Ё), 
Е 


2 
своего стационарного состояния. Будем анализировать стационарное состояние системы, ко- 
ах, ах, вх, ах ах а, 
а? & 4 & & 
Тогда координаты точки равновесия определяются из системы 
С.А ы С, =А (и = Х;); 


С, +6, »Х> =А, (и -х!), 


(Е) — силовой шум процесса, определяющий возмущённое движение системы относительно 











торое характеризуется: ОИ = НЕВ ЕО. 


(4) 


где Х’, Х; — координаты точки равновесия. Для анализа устойчивости необходимо рассматри- 
вать возмущенное линеаризованное уравнение в вариациях относительно точки равновесия 
М: х, 


ах ах 
т +А; -ф+с;х =0, 5 
СЕ? * в: |9) 
ОФ, ОФ, 
с +— с В. -Т —* ПВ 
с м Са; С>1 т ОХ =. По В, 
1 „.Ё, ‚ 1 „.Ё р 
где с; = = р = = — суммарная 
С 9ф› С С, 2,5 С, 2 р 2 Оф, р В, 2,5 В, 2 
1,2 дх, 2,2 1,2 2 дх, 2,2 


матрица жёсткости, учитывающая реакцию со стороны процесса выглаживания и суммарная 
т ь 
матрица скоростных коэффициентов; х = {х, (Е), х, (#)} — вектор вариаций упругих дефор- 


мационных смещений относительно точки равновесия Х’, Х;; (Х(ЁЕ)=Х*+х(Ё)), 
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ах, ах, ь 
Ф| х, |, Ф,|х,, Г, —= | — нелинейные функции, рассматриваемые в вариациях отно- 


1711 % 171.2 58 
Е д д 
сительно точки равновесия. Они обладают свойствами: 5 < 0, т < 0, ф (0, 0) =0, 
1 1 
> 0ф, 0$, 
ф, (0, 0) =0. В матрицах /; и с, приняты во внимание знаки при производных —_ и 2, 
1 


Для конкретизации системы (3) были выполнены исследования, направленные на пара- 
метрическую идентификацию и изучение свойств функций сближения Е (И -Х,) и Е, (и -Х,). 
Во всех случаях при изучении функций сближения рассматривались алмазные инструменты, 
наконечники которых имели сферическую форму. При этом принято во внимание, что 
(и -Х,) =ё,. Здесь [, — текущее значение глубины обработки с учётом упругих деформацион- 


ных смещений. Не останавливаясь на деталях, отметим, что во всех случаях функции сближения 
можно аппроксимировать параболой, т. е. 


а, (+, при: &, >0, 


Е = 
0 при: Е, <0; (6) 
р а, (#,) при: &, >0, 
0 при: Е, <0. 
где а,, а, — параметры, имеющие смысл давления обрабатываемого материала на единицу пло- 
щади контакта в [кг/мм? |. Тогда = и = в (5) для точки равновесия Х’ соответственно 
равны | | 
о: 28 (и-х,); 
2, а (и-х:) ы 
9х, . У 


Смещение инструмента по направлению Х› не вызывает вариаций сил, так как в этом случае нет 


изменений площади контакта инструмента и обрабатываемой части заготовки. Случай отрыва ин- 
струмента от поверхности обрабатываемой детали не рассматривается. 

Установлено, что существует два механизма потери устойчивости траектории. Первый 
обусловлен формированием циркуляционных сил контактного взаимодействия, возникающих в 
результате того, что суммарная матрица упругости является несимметричной. Второй обусловлен 
преобразованием симметричной составляющей матрицы скоростных коэффициентов из положи- 
тельно определённой в отрицательно определённую. Это происходит за счёт запаздывающих ар- 
гументов в уравнении (5). При этом принимается во внимание известное из механики положение, 
что кососимметричные составляющие матриц скоростных коэффициентов, формирующие гиро- 
скопические силы, не могут стабилизировать равновесие системы, если оно неустойчиво. Во всех 
случаях увеличение предварительного натяга положения вершины инструмента относительно 
поверхности заготовки вызывает возрастание циркуляционных сил и способствует преобразова- 
нию положительно определённой матрицы скоростных коэффициентов из положительно опреде- 
лённой в отрицательно определённую. Для анализа же устойчивости системы необходимо рас- 
сматривать следующее характеристическое уравнение 

тр” + ГА, -2та, (И -Х; ) р+ Е +2а, (И -Х, ). В, р+С, › 


А(р)= =0 (8) 
(р) р — Тьа, (И — х;) р + р +2а, (И - х; | тр? +в, „р+с, › 


138 


Вестник ДГТУ. 2014. Т. 14, №1 (76) 








Оно позволяет проанализировать влияние параметров динамической связи и подсистемы инстру- 
мента на устойчивость. В частности, если в (2) а=0, то условие устойчивости, определяется 


требованием: А, ‚ > 2Та, (и -Х!). В этом случае, при прочих неизменных условиях, существует 


предельное значение глубины внедрения, при котором система теряет устойчивость. Она увели- 
чивает запас устойчивости и при возрастании скорости резания, влияющей на величину запазды- 
вающего аргумента Т,. 


Пример анализа устойчивости и формирования стационарных многообразий в окрест- 
ности равновесия. В качестве примера на рис. 2 показана область устойчивости в параметриче- 
ском пространстве. Для наглядности при вычислении областей устойчивости в динамической мо- 
дели принято: Т, =1,5Т,. 


Ти, МС 
1,8 


19 


0,6 








Р) 


с") х 102, кг/мм 








0 
0 0,5 1 1,5 2 2,5 
Рис. 2. Область устойчивости системы в параметрическом пространстве 
У 
О 0 
Параметры динамической подсистемы инструмента: | т] = ры ый 
0 Ве 
ММ 

ВИ 20 450 Е 
[1] = ММ ММ ; [<] = ММ ММ 

Е тк Е Е 

ММ ММ ММ ММ 


Рассматриваемая система имеет две основных резонансных частоты: @,, =0,8 кГц и 
6, › =1,5 КГц. Кроме этого, на рис. 2 обозначено с!” = 2а, И -Х; | — жёсткость процесса реза- 


ния в направлении Х,. Жёсткость процесса резания в направлении Х, принята с) = 0, 5с). 


На иллюстрации точки 1, 2, 3 находятся в области устойчивости, а точки а, Ь, с — в области не- 
устойчивости. Как видно, существуют некоторые критические значения жёсткости процесса реза- 
ния и величин запаздывающих аргументов, при которых система является абсолютно устойчивой. 
Эти значения на рисунке приведены в виде точечных прямых. В том же случае, если параметры 
соответствуют неустойчивым точкам равновесия, то в их окрестности формируются устойчивые 
многообразия, для анализа которых необходимо рассматривать исходную систему (3) с учётом 
нелинейных связей. 
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Выполненное цифровое моделирование системы (3) с учётом нелинейности динамической 
характеристики процесса показали, что наиболее типичным при алмазном выглаживании являет- 
ся формирование орбитально-асимптотически устойчивых предельных циклов (рис. 3). В этом 
случае при переходе от точки 2 к точке Ь на рис. 2 наблюдается бифуркация Андронова-Хопфа. 
Однако в некоторых случаях формируются и двумерные инвариантные торы. При этом асимпто- 
тически устойчивая точка равновесия (точка 1 на рис. 2) преобразуется в двумерный инвариант- 
ный тор (точка а). На приведённых иллюстрациях (рис. 3) показаны: траектории в плоскости 
«Х,—Х,» (верхние левые иллюстрации); проекции фазовых траекторий на плоскость «Х, — 


аХ, /4Ё» (верхние правые иллюстрации); проекции фазовых траекторий на плоскость «Х, — 


АХ, | 4» (нижние левые иллюстрации); временные траектории (нижние правые траектории). 


Формируемые многообразия в динамической системе оставляют регулярные следы на поверхно- 
сти заготовки. Пример их фотографии приведен на рис. 4. 
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Рис. 3. Стационарные многообразия: 1, 2 — асимптотически устойчивые точки равновесия; а — двумерный тор; 
р — предельный цикл (одночастотные автоколебания) 





Рис. 4. Пример макрорельефа формируемой поверхности в процессе выглаживания в случае, когда инструмент теряет 
устойчивость точки равновесия и в системе формируются устойчивые автоколебания 
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Заключение. 

1. По своей природе динамическая система процесса выглаживания является аналогичной 
системе трения интентора относительно образца. Однако рассматриваемый процесс осуществля- 
ется в условиях больших контактных нагрузок и значительных пластических деформаций поверх- 
ностного слоя обрабатываемой заготовки. Поэтому потеря устойчивости траекторий движения 
инструмента относительно заготовки является типичной, но недопустимой исходя из цели повы- 
шения качества обрабатываемой поверхности. 

2. Условия устойчивости принципиально зависят от параметров подсистемы инструмента. 
Здесь главное значение имеет матрица жёсткости. Поэтому первое направление обеспечения 
устойчивости процесса связано с установлением рациональных упругих элементов между нако- 
нечником и корпусом инструмента. Кроме этого, большое значение имеет ориентация эллипсов 
жёсткости подсистемы инструмента в плоскости, нормальной к оси вращения заготовки. Ориента- 
ция эллипса жёсткости определяется конструктивными свойствами упругих элементов, установ- 
ленными между алмазным наконечником и корпусом инструмента. 

3. На устойчивость принципиально влияет внешнее усилие, зависящее от координаты Х,. 


Во всех случаях, при увеличении этого усилия, система становится более склонной к потере 
устойчивости. На потерю устойчивости также оказывают влияние запаздывающие аргументы, ко- 
торые уменьшаются по мере увеличения скорости обработки. 

4. Обнаружено, что на устойчивость процесса оказывает влияние радиус сферы алмазного 
наконечника. Если радиус сферы больше расстояния от поверхности инструмента до центра его 
вращения, то в системе формируется положительная обратная связь, существенно ухудшающая 
условия устойчивости системы. Поэтому существует компромисс между желанием увеличить ра- 
диус, исходя из требований повышения качества поверхности, и повышением склонности системы 
к потере устойчивости. В условиях наших исследований рациональный радиус сферы алмазного 
наконечника равен 4,5 мм. 

5. Приведённые математические модели и методика анализа позволяют на стадии проек- 
тирования определять технологические параметры и усилие прижима инструмента к заготовке, 
при которых процесс алмазного выглаживания имеет асимптотически устойчивые проектируемые 
траектории формообразующих движений. 
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УДК 620.179.17 ООГ: 10.12737/3513 
Исследование циклической термопрочности углеграфитовых материалов” 


Д. М. Кузнецов, В. Л. Гапонов, С. И. Буйло 


Проведены исследования термопрочности стеклоуглерода — одного из наиболее перспективных углеродных 
материалов, применяющихся при производстве люминофоров и полупроводниковых материалов, оптических 
монокристаллов и т. д. Целью работы являлось изучение поведения стеклоуглерода в ходе термоцикличе- 
ских испытаний, В качестве метода диагностики зарождения и развития микротрещин был использован при- 
ем сигналов акустической эмиссии. Показано, что при нагревании в образцах стеклоуглерода наблюдается 
интенсивное движение дислокаций при термоциклическом воздействии, отражаемое в сигналах акустиче- 
ской эмиссии. Поскольку количество импульсов при нагревании выше, чем при охлаждении образца, то это 
свидетельствует о накоплении повреждений в структуре при термоциклической обработке стеклоуглеродных 
образцов. Установлено, что кривые накопления дефектов, отражаемые импульсами акустической эмиссии, 
различаются на стадии нагрева и охлаждения. Предложено использовать кривую суммарного счёта импуль- 
сов акустической эмиссии в качестве возможного предвестника разрушения при нагревании стеклоуглерод- 
ного изделия. 

Ключевые слова: акустическая эмиссия, суммарный счёт акустических сигналов, циклическая термопроч- 
ность, углеграфитовые материалы, стеклоуглерод, образование макротрещин. 


Введение. Широкое применение в современной технике углеродных материалов объясняется 
наличием сочетания комплекса свойств, таких как: малая плотность и высокая удельная проч- 
ность, особенно при высоких температурах; высокая теплопроводность и сравнительно низкая 
окисляемость при высоких температурах; химическая инертность по отношению к большинству 
твёрдых и жидких металлов; способность сохранять физико-механические свойства в условиях 
нейтронного облучения. Одним из наиболее перспективных углеродных материалов является 
стеклоуглерод [1] — изотропный, газонепроницаемый, твёрдый и прочный материал, сочетающий 
свойства графита и стекла, способный выдерживать многократный быстрый нагрев с последую- 
щим быстрым охлаждением. Стеклоуглерод применяется в производстве люминофоров и полу- 
проводниковых материалов, оптических монокристаллов ит. д. 

По структуре стеклоуглерод представляет собой скрученные в спиралевидные и беспоря- 
дочно перемешанные между собой ленточно-фибриллярные комплексы, образующие глобуляр- 
ную структуру. Комплекс состоит из полимерных молекул, которые могут быть свернуты в беспо- 
рядочный клубок, а агрегат является упаковкой таких клубков [2]. При этом возможна приблизи- 
тельно параллельная укладка соседних лент молекул на отдельных участках (гипотеза пачек) при 
хаотичной ориентации этих участков. Особенность свойств стеклоуглерода (химическая инерт- 
ность в восстановительной атмосфере и абсолютная газонепроницаемость) обуславливают рас- 
ширение его использования, в первую очередь, как материала для тиглей в производстве сверхчи- 
стых веществ, т. е. материала, способного выдерживать длительные термоциклические испытания. 

Изучение циклической термопрочности стеклоуглерода целенаправленно не проводилось. 
К настоящему времени неизвестен даже порядок градиента температур, который способен вы- 
держать стеклоуглерод. Основные теплофизические свойства стеклоуглерода изучены достаточно 
подробно и давно (табл. 1). 





* Работа выполнена по гранту РФФИ № 12-08-01190-а. 
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Таблица 1 
Теплофизические свойства стеклоуглерода марки СУ-2000 [1, 2] 
Характеристика СУ-2000 

Плотность, г/см? 1,51-1,52 
Открытая пористость, % 1,5-2 
Микротвёрдость, кгс/см? 90-110 
Прочность на изгиб, кгс/мм? 700 (2500)" 
Модуль упругости", кгс/мм? 2700-3000 
Электросопротивление, Ом.мм?/м 45—50 
Среднее значение коэффициента термического расширения, 1/град (293—400 К) 2,4:10° 
Среднее значение коэффициента термического расширения, 1/град (293-800 К) 2,910 
Среднее значение коэффициента термического расширения, 1/град (293-1300 К) 3,510 
Среднее значение коэффициента термического расширения, 1/град (293-1800 К) 4,05"1076 
Теплопроводность, кВт/(м-град) ^120 








Состояние вопроса. Известно [3], что при термоциклической обработке (ТЦО) материал полу- 
чает избыток энергии и будет стремиться к перестройке структуры таким образом, чтобы это при- 
вело к минимуму внутренней энергии. При этом должна перестраиваться дислокационная струк- 
тура как носитель запасенной энергии. Все изменения в дислокационной структуре обусловлены 
действием нестационарного температурного поля. На стадии нагрева поведение стеклоуглерода 
сходно с поведением керамических материалов при ТЦО, несмотря на значительные различия в 
технологии получения и структуре материалов. Стеклоуглерод, также как и керамические мате- 
риалы, отличается высокой пористостью, поскольку изготавливается путём прессования из пресс- 
порошка с последующим обжигом. Однако, пористость у стеклоуглерода, в отличие от большин- 
ства керамических материалов, практически на 100 % закрытая. Чем выше коэффициент терми- 
ческого расширения и меньше теплопроводность материалов, тем выше напряжения, возникаю- 
щие по сечению образца при нагреве. Возникновение макро- и микронапряжений вызывает пла- 
стическую деформацию при циклическом температурном воздействии для любых видов материа- 
лов, о чём свидетельствуют результаты работы [4]. В том случае, если возможности пластической 
деформации ограничены, развитие микронапряжений реализуется в образовании микротрещин. 

В связи с вышеизложенным, целью данной работы являлось изучение термоциклических 
испытаний стеклоуглерода с использованием более объективных и информативных методов диа- 
гностики зарождения и развития микротрещин. При появлении источников зарождающейся мик- 
ротрещины среда в их окрестности диссипирует (рассеивает) запасённую в ней упругую энергию 
в виде звукового, теплового или электромагнитного излучения. Каждая из этих форм диссипации 
энергии при образовании микротрещин может быть, в принципе, использована для прогнозиро- 
вания процесса разрушения и его последующего исследования. В настоящее время в качестве 
метода неразрушающего контроля широкое применение нашла акустическая эмиссия (АЭ), осно- 
ванная на регистрации параметров сигналов упругой механической волны ультразвукового диа- 
пазона, возникающей в результате локальной динамической перестройки структуры при создании 
в материале термонапряженного состояния [5]. Анализ различных параметров волн акустической 
эмиссии позволяет определить характер и динамику развития различных нарушений структуры в 
углеродных материалах в зависимости от степени анизотропии углеродного каркаса при их тер- 
мическом нагружении. Отличительной особенностью метода АЭ является повышенная достовер- 
ность результатов исследования и контроля, поскольку волны акустической эмиссии, исходящие 
из узкой зоны нагрева, являются единственным источником информации о развитии дефектов 
внутри структуры материала вплоть до образования макротрещины. 





* При температуре 2000 °С. 
* Динамический модуль упругости первого рода, измеренный резонансным методом [2]. 
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Описание методики. Методика проведения экспериментов была следующая. Стеклоуглеродные 
образцы в виде консоли подвергались циклическому нагреву с помощью газовой горелки. При 
этом нагреванию подвергалась только одна часть консоли. На противоположную сторону консоли 
с помощью струбцины устанавливался пьезодатчик. Таким образом, температура пьезодатчика 
всегда оставалась постоянной. 

Вид термоциклической обработки (ТЦО) — пилообразный. На рис. 1 представлены полу- 
ченные термограммы нагрева. Количество циклов варьировалось от 3 до 50. Одновременно реги- 
стрировались сигналы АЭ с помощью прибора А-Ппе 320. Следует указать, что образец в процессе 
термоциклических испытаний не соприкасался ни с каким-либо объектом, поэтому регистрируе- 
мые акустические сигналы являлись только следствием структурных напряжений в материале об- 
разца. 
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Рис. 1. Термограммы нагрева стеклоуглеродных образцов 
(+ — обратная сторона стеклоуглеродного образца; ш — нагреваемая сторона стеклоуглеродного образца) 


Проводимые ранее измерения термопрочности углеграфитовых материалов предполагали изме- 
рение температурного поля с помощью контактных термодатчиков (термопар). Наиболее объек- 
тивную информацию, дающую представление о формировании температурного поля объекта, 
можно получить используя сочетание дистанционных методов тепловизионного контроля и мате- 
матического моделирования. Дистанционные методы контроля температурного поля позволяют 
получить неискажённую информацию как о предельно допустимых температурных градиентах для 
различных углеграфитовых материалах, так и определить предельно допустимую скорость их 
нагрева. По мнению авторов статьи, использование контактных термодатчиков приводило к ис- 
кажению регистрируемой акустико-эмиссионной информации, поскольку отверстия для контакт- 
ных термопреобразователей являлись дополнительными концентраторами напряжений. Известно, 
что в твёрдых поликристаллических материалах при термоциклическом воздействии наблюдается 
интенсивное движение дислокаций. Это движение является одной из причин эмиссии волн 
напряжения, то есть акустической эмиссии (АэЭ). Поэтому для получения неискажённой информа- 
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ции необходимо минимизировать вероятность паразитного акустического излучения, источником 
которого могут служить концентраторы напряжений. 

Анализ полученных результатов. Проведённые эксперименты показали, что при первом 
нагреве из череды термоциклов количество сигналов АЭ заметно выше, чем при последующих 
нагревах (рис. 2). 
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Рис. 2. Количество импульсов АЭ, регистрируемых при ТЦО стеклоуглеродного образца 


Это свидетельствует о том, что на первой стадии дополнительно происходит релаксация 
исходных дефектов, имеющихся в материале. Этот акустико-эмиссионный эффект при механиче- 
ском нагружении металлов называется эффектом Кайзера. Но, в отличие от механического 
нагружения металлов, для стеклоуглерода он выражен значительно менее ярко, а для графити- 
рованных материалов он отсутствует вообще [5-10]. При последующих стадиях нагрева- 
охлаждения происходит образование новых дефектов — дислокаций и их скоплений, а также 
накапливание избыточных вакансий. В результате разупрочнение, имеющее место на первой ста- 
дии, сменяется упрочнением. Одновременно происходит рост числа микротрещин. Дополнитель- 
ный вклад в АЭ вносит трение берегов микротрещин. 

Образование сигналов АЭ на стадии охлаждения можно объяснить следующим образом. 
При охлаждении поверхностные слои остывают в первую очередь. При этом возникают напряже- 
ния растяжения в поверхностных слоях, а в центральной части образца — напряжённое состоя- 
ние сжатия. Глубина поверхностной зоны растяжения обусловлена градиентом температур и раз- 
мерами образца. Достаточно высокая теплопроводность стеклоуглерода и сравнительно малая 
толщина стенок стеклоуглеродных образцов (до 2 мм) способствует тому, что активность АЭ на 
стадии охлаждения снижается достаточно быстро. 

Известно, что одной из главных проблем метода АЭ остается выработка критериев оценки 
вероятности наступления предразрушающего состояния диагностируемого изделия по получен- 
ным в процессе исследования параметрам АЭ. При этом наиболее объективные данные о проте- 
кающих в изделиях процессах содержат в себе такой информативный параметр, как суммарный 
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счёт импульсов акустической эмиссии (М) в функции от параметров нагружения или продолжи- 
тельности термического нагружения [8]. 

Это положение также было подтверждено результатами, полученными при испытании об- 
разцов. В частности, было установлено, что на стадии нагрева при регистрации сигналов с часто- 
той выше 300 кГц динамика роста суммарного счёта импульсов акустической эмиссии (№) меняет- 
ся экспоненциально (рис. 3—5): 


№ =1,0932е0.0694т (8? = 0,9495) , 


где № — это суммарное количество импульсов АЭ; т — время, с. 
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Рис. 3. Изменение суммарного счёта импульсов АЭ на стадиях а — охлаждения и 6 — нагрева стеклоуглеродного образца 


Анализируя полученную кривую, становится очевидно, что при сохранении такого темпа 
нагрева, а именно скорости изменения градиента температур, макроразрушение стеклоуглерода 
становится неизбежным уже через 70-80 секунд, что и было в дальнейшем подтверждено экспе- 
риментально. 
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Рис. 4. Параметры сигнала, регистрируемые на стадии нагрева при ТЦО стеклоуглеродного образца: 
а — форма сигнала АЭ, 6 — и частотный спектр сигнала АЭ 


Стадия охлаждения, наоборот, характеризуется логарифмической динамикой изменения 
суммарного счёта импульсов акустической эмиссии № 


№ = 6,3848 п (т) - 11,792 (Е? = 0,8844). 


Таким образом, проведёнными экспериментами показана информативность суммарного 
счета акустической эмиссии М при измерении термопрочности нагреваемых изделий. При этом 
целесообразно анализировать наряду с амплитудой и частотой сигналов АЭ их активность и, 
прежде всего, форму кривой суммарного счёта акустической эмиссии М. 

Именно эти параметры определяют зону, в которой фиксируются вакансии и дислокации, 
где они были в фазе максимальной температуры прогрева. При этом происходит сброс накоплен- 
ной энергии напряжений, что выражается в индуцировании сигналов акустической эмиссии. Ам- 
плитуда и энергия сигналов АЭ обычно коррелирует с накопленной энергией напряжений, а, сле- 
довательно, и с размерами образующихся дефектов. 
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Поскольку на стадии нагрева образование трещины в стеклоуглеродном образце невоз- 
можно зафиксировать визуально (ввиду незначительной ширины раскрытия и неопределённости 
локализации), особое внимание было уделено анализу частотного спектра сигналов АЭ. Доста- 
точно типичные картины индуцируемых акустических сигналов представлены на рис. 4. Стадия 
термоциклирования образца сопровождалась сравнительно низкочастотными сигналами АЭ, ча- 
стота сигналов обычно не превышает 130-180 кГц. 

Стадии термоциклирования для структуры материала не проходят бесследно. Сравнитель- 
ный анализ количества импульсов АЭ, зарегистрированных на стадии нагрева, несколько превы- 
шает количество импульсов АэЭ, зарегистрированных на стадии охлаждения. Следовательно, ка- 
кие-то микродеформации не релаксируют при охлаждении. С ростом количества термоциклов эти 
напряжения накапливаются и при достижении некоторого уровня в сочетании с термоупругими 
напряжениями нагрева реализуются в образовании микротрещин. При образовании макротрещи- 
ны в стеклоуглероде параметры акустических сигналов и их частотный диапазон резко меняются 


(рис. 5). 
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Рис. 5. Параметры сигнала, регистрируемые при образовании микротрещины нагреваемого стеклоуглеродного образца: 
а — форма сигнала АЭ и 6 — частотный спектр сигнала АЭ 
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Как видно из представленных осциллограмм и АЧХ сигналов АЭ, частотный диапазон сиг- 
налов АЭ сдвигается в область выше 300-350 кГц, т. е. в высокочастотную сторону. Характери- 
стики температурного поля при трещинообразовании, в частности, уровень максимальных темпе- 
ратур и температурных градиентов свидетельствуют, что трещинообразование в стеклоуглероде 
начинается заведомо ниже температур термообработки изделия (2000 °С). Эти данные противо- 
речат известным ранее работам, в которых авторы утверждали, что «стеклоуглерод не разруша- 
ется при резких температурных перепадах, быстром нагреве до температур, не превышающих 
конечную температуру обработки, и последующем охлаждении на воздухе» [2]. Действительно, 
ранее наблюдали только окончательное разрушение тигля, которое происходило из-за незначи- 
тельных механических напряжений уже на стадии охлаждённого изделия. Однако причина раз- 
рушения в настоящее время становится понятной — при термоциклическом нагревании в стекло- 
углеродном изделии накапливаются различные дефекты структуры, реализующиеся впоследствии 
в виде различных микро- и макротрещин, которые проявляются при последующих механических 
нагружениях. 

Заключение. 

1. Установлено, что при термоциклическом воздействии в образцах стеклоуглерода 
наблюдается интенсивное движение дислокаций, отражаемое в сигналах акустической эмиссии. 

2. При первом нагреве из череды термоциклов количество сигналов акустической эмиссии 
заметно выше, чем при последующих. Это свидетельствует о том, что на первой стадии дополни- 
тельно происходит релаксация дефектов, имеющихся в исходном стеклоуглеродном материале. 

3. Установлено, что количество импульсов при нагревании выше, чем при охлаждении об- 
разца. Это обстоятельство свидетельствует о накоплении повреждений в структуре при термо- 
циклической обработке стеклоуглеродных образцов, причем кривые накопления дефектов, отра- 
жаемые импульсами АЭ, различаются на стадии нагрева и охлаждения. 
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Робастная нелинейная система возбуждения синхронного генератора: 
интегральная адаптация“ 


А. А. Кузьменко, А. С. Синицын 


Показано применение нового системно-кибернетического подхода к управлению синхронными генераторами 
энергосистем с учётом их нелинейностей, многомерности и многосвязности. Основным объектом исследова- 
ния данной работы является нелинейная модель синхронного генератора, работающего на сеть большой 
мощности. Представлен синергетический синтез нелинейного адаптивного закона управления возбуждением 
синхронного генератора энергосистемы в соответствии с принципом интегральной адаптации синергетиче- 
ской теории управления. Синтезированный закон управления обеспечивает выполнение технологических 
инвариантов — стабилизацию терминального напряжения и синхронную работу с сетью, подавление пара- 
метрического возмущения (параметрическую робастность). Полученные результаты показали свою эффек- 
тивность в задаче повышения устойчивости энергосистемы. Сравнительный анализ области устойчивости с 
синергетическим законом и с традиционным регулятором возбуждения синхронного генератора проиллю- 
стрировал существенное преимущество синергетического подхода. 
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гральная адаптация, синергетическая теория управления. 


Введение. Постиндустриальному обществу для надёжного функционирования необходимо боль- 
шое количество ресурсов и энергии. В настоящее время основным видом используемой энергии 
по-прежнему является электроэнергия. В связи с ростом её потребления увеличивается размер 
энергосистем и их структурная и динамическая сложность. Это обуславливает необходимость 
применения вместо традиционных принципов и методов управления объектами энергосистем 
принципиально новых — синерго-кибернетических. Они характеризуются использованием наибо- 
лее полных нелинейных многомерных и многосвязных моделей, обеспечивают в управляемой си- 
стеме выполнение желаемых технологических инвариантов — аттракторов, повышение устойчи- 
вости (технологической безопасности) энергосистем [1-4]. О важности последнего свидетель- 
ствует крупная авария в энергосистеме США летом 2005 г. 

Современные сложные технические объекты и системы функционируют в условиях суще- 
ственной неопределённости внутренней и внешней среды. Более того, эти условия могут носить 
экстремальный характер, угрожающий нормальному функционированию соответствующего тех- 
нического объекта или его подсистем. К таким объектам, в частности, относятся синхронные ге- 
нераторы (СГ) энергосистем. На СГ постоянно действуют внешние возмущения, зачастую выводя- 
щие систему далеко от номинального режима. Например, резкие скачки потребляемой мощности, 
замыкания на линиях электропередач или их обрыв и т. п. В СГ неопределённость внутренней 
среды связана с текущим изменением параметров его подсистем. Указанные параметры могут из- 
меняться как в определённых интервалах, не приводящих к нарушению технологических режимов 
объектов, так и выходить за допустимые диапазоны, приводящие к аварийным условиям функци- 
онирования указанных сложных объектов и их подсистем. Это приводит нас к пониманию про- 
блемы синтеза робастных законов управления и определяет необходимость построения адаптив- 
ных систем управления с целью повышения устойчивости системы возбуждения СГ за счёт 
уменьшения неопределённостей реального процесса (адаптивности к изменению параметров и 
действию внешних возмущений). 


* Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (гранты №13-08-01008-а, №13-08-01015-а) и Южного федераль- 
ного университета (грант № 213.01-24/2013-98). 
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Обзор состояния в области адаптивного управления энергосистемами. Для линейных 
систем адаптивное управление, как правило, строится в соответствии с классическими методами 
линейной теории адаптивного управления [5-8]. Но традиционный подход, основанный на линей- 
ных моделях объектов энергосистем, пригоден лишь в режимах номинальной работы энергоси- 
стемы, так как линеаризованная модель является адекватной только в области малых отклонений 
от номинального режима. В [9] отмечается, что для энергосистем использование линейных регу- 
ляторов не может гарантировать устойчивость исходной нелинейной энергосистемы, подвержен- 
ной внешним и параметрическим возмущениям. В настоящее время адаптивность и робастность 
систем управления обеспечивается за счёт совместного использования традиционных линейных 
регуляторов и методов Н,, -управления, методов теории нечётких систем управления или искус- 
ственных нейронных сетей. Однако в нечётких системах возникает проблема «проклятия размер- 
ности» — число правил пропорционально степени числа входных переменных (размерности си- 
стемы). Это в свою очередь ведёт к «трудности восприятия и объяснения». К тому же «в боль- 
шинстве работ настройки [линейных] регуляторов выбираются на основании опытных знаний экс- 
пертов, общих представлений о физике протекания процессов или методом проб и ошибок. По- 
добный подход не гарантирует нахождения оптимальных настроек регулятора и в сильной степе- 
ни зависит от человеческого фактора» [1]. 

В [9-11] к современным нелинейным методам теории управления, используемым для по- 
строения робастных систем управления объектами энергосистем, в том числе систем возбуждения 
СГ, относятся прямой метод Ляпунова, метод линеаризации обратной связью, метод пассифика- 
ции, метод энергетических функций др. Авторы предлагают использовать скользящие режимы 
для обеспечения робастности энергосистемы к возмущениям [9]. 

Синерго-кибернетический подход базируется на обеспечении устойчивости движения объ- 
екта за счёт соответствующего синтеза нелинейных законов робастного управления, обеспечива- 
ющих максимальную область асимптотической устойчивости замкнутой системы «гарантирующий 
регулятор — объект». Для решения данной задачи синтеза следует применять основной метод 
синергетической теории управления (СТУ) — метод аналитического конструирования агрегиро- 
ванных регуляторов (АКАР), развитый научной школой Южного федерального университета и 
нашедший обширное применение в различных областях современной техники — авиации, энерге- 
тике, электромеханике и т. д. [1—4, 12]. 

Для реализации системно-кибернетического подхода к построению робастных систем 
управления СТУ предлагает следующие основные подходы [1-4]: 

1) для идентификации параметрических и/или внешних возмущений применяются соответствую- 


щие синергетические нелинейные наблюдатели возмущений (ННВ). В этом случае синтезируемые 
методом АКАР законы управления дополняются подсистемой наблюдения, осуществляющей ди- 
намическую оценку неизмеряемых возмущений и их подавление. Более подробно использование 
ННВ для объектов энергосистем представлено в [1, 13, 14]; 

2) использование принципа интегральной адаптации, когда влияние параметрических и/или 
внешних возмущений на функционирование системы подавляется за счёт построенных нелиней- 
ных законов управления с особым образом введёнными интеграторами. 


Постановка задачи и синтез закона управления. В данной работе выполнен синтез нели- 
нейного адаптивного закона управления возбуждением СГ, обеспечивающего: 


® заданное напряжение на выводах СГ (/, = Ш, и его синхронизм в номинальном режиме работы 
=; 
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» возврат СГ в номинальный режим после аварийных ситуаций, вызванных возмущениями; 
» устойчивость работы СГ при параметрическом возмущении. 

В качестве объекта управления рассматривалась модель СГ, работающего на систему не- 
ограниченной мощности с чисто активной нагрузкой, которая в относительных единицах в систе- 
ме синхронно вращающихся осей 4, д имеет вид 

Х, (Е) =-сих, + сх. + С.Х.Х, +С. ПХ, -ЁХМ+Бх,М; 
Х, (Е) = сзх.х, -с5х, С. 605 Х, -Ёх,М; 
Х, (#) = -сьх, + сх, + Ви; (1) 
Х. (Ё) = Св — СоХзх, + Сих,Х, — Саха; 
Х,(Е)=х,-в, 

где х,,х› — потокосцепление по оси (и 4 соответственно; х, — ЭДС ротора СГ; х, — частота 
вращения ротора; х. — электрический угол СГ; М — параметрическое возмущение, выра- 
жающееся в изменении сопротивления линии электропередачи; В,,с,,Г, — постоянные па- 


раметры; и — ЭДС возбуждения СГ, которая в данной модели является управлением [15]. 

В основе синтеза требуемого закона управления для (1) был использован принцип инте- 
гральной адаптации, основанный на методе АКАР синергетической теории управления [1—4]. При 
этом полагалось, что параметрическое возмущение — это кусочно-постоянная функция с неиз- 
вестной заранее амплитудой. В соответствии с принципом интегральной адаптации необходимо 
расширить исходную модель (1) дополнительным дифференциальным уравнением — моделью 
кусочно-постоянного возмущения, в структуру которого входит желаемый инвариант: 

2(#) =а(и,. -9,)+В(х.-в,), (2) 
здесь а, В — постоянные параметры. 

Правая часть уравнения (2) структурно представляет собой желаемый технологический 
инвариант — постоянное желаемое значение терминального напряжения, которое описывается 


выражением [15]: 
И, = у: +17, 


где М, =-И, пх, + $:х, - $х,, Ц, =Ц,, 605, + $3Х, . 
Расширенную модель СГ получим, добавив уравнение (2) в (1) и заменив слагаемые с Мна 2: 
х, (Е) =-сх, + ©,Х, + СХ. Х, + С. ПХ, +7; 
Х, (Е) = с.х.х, — 65Х, — ©. 605 Х, +2; 
Хз (Е) =-с5х, + сх, + Ви; (3) 
Х. (Е) = Св — СоХзХ› +Сьх,Х, — СХ4, 
Ж (К) =х. - 6; 
2(Е)=а(И,.-Ц,)+В(х. -в.), 
где Ш, ®, — постоянное желаемое значение терминального напряжения и номинальная частота 


вращения ротора соответственно. 
Согласно процедуре метода АКАР составляется макропеременная, реализующая желаемый 


технологический инвариант: 
ф=а(И, - 4) +В(х. = )+у2, (4) 
здесь у — постоянный параметр. 
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Вводим основное функциональное уравнение метода АКАР 
7Тф(Е)+у=0, (5) 
которое запишем с учётом (4) и (3). Разрешив (5) относительно управления и, получим искомое 
управление: 








Г-, (сов х + тх, ) (хз — 5) + $3 (СуХаХ, — С5Х, -С. 605 Х,+2)+ 1 
+5, (-С:Х, + С,Хз + СХ. Х, + С. ПХ, +2) +5,С5Х, — $,СУХ, + 
= а 20, 20, (6) 
В а В(сь — СохьХ, + Сьх,Х, -Сих.)+ ей (а(и. -(,)+В(х. -в,)) + 
20. 1 
+ с т (а(и, =.) +В(х. — в) +\2) 








здесь 2 — динамическая переменная, получаемая из (2): 
2= [(К(И,-4) + (х. - в.) . 
Для выполнения численного моделирования использовалась среда МАТЬАВ. Для качественной 
демонстрации закона (6) было произведено моделирование замкнутой системы (3) с ПИД- 
регулятором: 
аи „т 
ИКИ ++ [ МИ, (7) 
0 


где ЛИ =И, -Ц, — отклонение терминального напряжения от заданного. Параметры настройки 
регулятора (7) были получены с помощью утилиты ит МК Кезропзе ОрбтеаНоп пакета 
МАТЕАВ для исходной нелинейной системы (1) по желаемому переходному процессу терми- 
нального напряжения. 

Параметры системы (1): с, =10,516; с, =16,529; с, = 376,14; с, = 358,14; с, = 28,465; 
с5 =1,176; с, =1,007; с, =0,211; с. =0,864; су =0,732; с, =0,021; Е =441,47; Г, =742,15; 
В =1414,6; Ц, =0,95; $, =0,023; $, =0,039; $, =0,074; а параметры законов управления 
(6), (7): В=-24; у=0,125; К=К = К№=2; Щ=Е @=( а=15; Т=0,001 К, = 
К, =К, = 80. 

На рис. 1-4 представлены результаты моделирования замкнутой системы (1) с различны- 
ми законами управления. На графиках сплошной линией показаны результаты моделирования с 
синергетическим законом управления (6), а пунктирной линией — с законом (7). При моделиро- 
вании замкнутой системы действует параметрическое возмущение М, моделирующее короткое 
замыкание на линии [13]: 

0, Е <5; 
М =3-0,02, 5<Е<5,2; 
0,012, Ё>5,2. 

На основе данных моделирования можно сделать вывод, что синтезированный синергети- 
ческий закон (6) полностью выполняет предъявляемые к нему требования. Кроме того, он позво- 
ляет выдерживать заданный режим СГ, затрачивая меньше энергии, что видно из рис. 4. Синерге- 
тический закон способен обеспечить более быстрое гашение параметрических возмущений, 
нежели классический ПИД-регулятор, при этом отсутствуют колебания терминального напряже- 
ния и частоты вращения ротора в переходном режиме. 

В силу того, что при синтезе закона (6) использовались уравнения исходной системы (3), 
он способен обеспечивать устойчивость системы при больших значениях возмущения по сравне- 
нию с ПИД-регулятором. Для анализа устойчивости произведем расчёт старшего показателя Ля- 
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пунова при различных значениях возмущения М. Как известно, показатели Ляпунова являются 
численной оценкой эволюции малого возмущения в пространстве состояния системы [16]. Следо- 
вательно, если самый большой из спектра показателей Ляпунова является отрицательным, то и 
все остальные показатели будут отрицательными. Из чего следует, что возмущения в системе 
угасают по всем направлениям. Это говорит об устойчивости синтезированной системы [16]. 
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Рис. 3. ЭДС ротора СГ Рис. 4. ЭДС возбуждения СГ — управление 


На рис. 5 показаны графики изменения старшего показателя Ляпунова для исходной си- 
стемы (1) с синергетическим законом (6) и ПИД-регулятором (7). Для устойчивости системы требу- 
ется, чтобы старший показатель принимал отрицательное значение. Из рис. 5 видно, что синерге- 
тический закон обеспечивает значительно большую область устойчивости, чем ПИД-регулятор (7). 
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Заключение. Синтез методом АКАР на основе введения инвариантных многообразий в систему, 
вкупе с введением интегральной составляющей для подавления возмущений, предоставляет воз- 
можность синтезировать законы, обеспечивающие более точное, быстрое, экономичное, а глав- 
ное — надёжное управление, нежели классические линейные законы. В целом, это обеспечивает 
повышение устойчивости энергосистемы. 
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ВОВУ$Т МОМЕТМЕАК 5УМСНКОМОЦ$ СЕМЕКАТОК ЕХСТТАТТОМ ЗУ$ТЕМ: 
ТМТЕСКАЕ АОАРТАТТОМ” 


А. А. Кихтепко, А. $. 5тИ5уп 


Тре арр/саНоп оЁ а пеи/ зузет-субегпейс арргоасй {0 пе роиег зует зупсвйгопои$ депегаюг сопго! и ге- 
дага ю тей попИпеащу, тиНтепзюпа!Шу, апа ти!соир/тод, /5 зпоит. Тре тат $аУ зиб)есЕ 15 а поптеаг 
ТОСЕ! о! {Пе зупсйгопои$ депегаюг орегайта Гог а Май роиег пенмогк. А зупегоиНс зуптез5 ргоседиге о! те 
поптеаг ааарёуе сопёго! !аи/ юг роиег учет зупсбгопоиз депегаюг ехсйаНноп т ассогаапсе итён {те рипс!рие 
ОГ пе еде адарайоп ог зупегдейс сопёо! {Теогу 15 ргезетеа. Тпе уп тезйеа сопё! [аи/ рома те 
/трететайоп о! {есппоод/са/ пуапапеёз, Ге. За Игавоп оЁ {ептта! уо#аде, апа а 5упсйгопоиз орегаНоп ий" 
е певмогк, зирргез$юп оЁ рагате с рекиграНоп (рагатеётс гоБи$тез5). ТВе оматеа гези ПВауе 5поип 
пе! етаепсу т (тргоутд роиег зуяет ау ргоМет. А сотрагайуе апа/у$5 о! {пе $а Шу агеа ий пе 
5упегой5Ис 1аи, апа ииёН пе сопуепйопа! зупсйгопоиз депегайог ехсйаНоп сопёгоег Ваз Шизёаеа пе хдтйсапЕ 
аауатаде о! {Те зупегдейс арргоасй. 

Кеуигога&: упспгопоиз депегг ог ехсйаНоп зует, рагатеёс ипсепе/пёу, тедга! ааар{айоп, зупегдейс соп- 
[о/ пеогу. 
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УДК 621.952:681.5.015 ООТ: 10.12737/3515 


Анализ возможности влияния изгибных колебаний заготовки 
на возникновение автоколебаний при глубоком сверлении маложёстких 
деталей из гетерогенного материала” 


А. Д. Лукьянов, Т. С. Онойко, П. П. Верещетин 


Представлена модель технологического объекта, используемого при глубоком сверлении имеющих 
Гетерогенную структуру трубных досок большого диаметра из труднообрабатываемых материалов. 
Проанализированы динамические свойства объекта как слоистой мембраны с несколькими точками 
закрепления. С учётом особенности внутренней гетерогенной структуры обрабатываемой заготовки опреде- 
лены моды её собственных колебаний. Изменение структуры объекта в процессе обработки (формирование 
большого числа отверстий) влияет на его упругие и динамические свойства. Рассмотрены особенности тако- 
го влияния. Для упрощения практического использования модели приведены некоторые рекомендации для 
преобразования глобальных матриц жёсткости и диссипации технологического объекта к локальным точкам, 
соответствующим местам приложения усилий при обработке отверстий. Результаты исследования 
ориентированы на создание автоматической системы управления глубоким сверлением труднообраба- 
тываемых и гетерогенных материалов. 

Ключевые слова: глубокое сверление, моделирование, динамика, метод конечных элементов (МКЭ), мат- 
рица жёсткости, гетерогенные материалы. 


Введение. Повышение точности и производительности механической обработки является 
важной и актуальной целью модернизации машиностроительного производства. Один из методов 
достижения этой цели — снижение уровня колебаний и вибрации при обработке. Актуальность 
такого подхода применительно к сверлению подтверждается рядом современных работ [1-4]. 

В статье рассматривается задача моделирования динамических свойств пакета пластин, 
сформированного для обработки сверлением трубных досок пароконденсаторов энергетических 
турбин большого диаметра. Моделирование осуществляется с помощью МКЭ и направлено на 
определение: 

— упруго-диссипативных свойств рассматриваемого объекта; 
— закономерностей их изменения в процессе обработки пакета пластин (формирования большого 
количества отверстий). 

Целью построения модели является получение набора характеристик, позволяющих рас- 

считать упруго-диссипативные свойства и оценить устойчивость процесса при работе системы 
автоматического управления станком для глубокого сверления. 
Особенности обработки трубных досок большого диаметра. В процессе освоения 
производства трубных досок пароконденсаторов (рис. 1) из перспективных материалов (сталь, 
плакированная титаном) выяснилось, что операция сверления отверстий в них сопряжена с 
определёнными трудностями. Они связаны с наличием переходного слоя между титаном и 
сталью, местоположение и физико-механические характеристики которого существенно 
варьируются [5]. Данный факт не позволяет эффективно осуществлять операцию сверления 
трубных досок с режимами обработки, назначаемыми по глубине сверления. 

Кроме того, из технологических соображений за один раз обрабатывается пакет из двух 
трубных досок (рис. 2). В связи с этим хорошей альтернативой обычным сверлильным станкам 
являются специальные станки для глубокого сверления, в которых режимы обработки 


* Работа выполнена по теме № 7.4357.2011 в рамках госзадания Минобрнауки России в части НИР. 
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назначаются автоматически с учётом реальных условий резания и свойств материала в зоне 
обработки. 





Рис. 1. Пример трубной доски большого диаметра (© 3500 мм) 
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Рис. 2. ” й пакета 


















































Ещё одна особенность обработки трубных досок большого диаметра — их малая жёсткость 
приводит к возникновению автоколебаний. 

В ряде случаев и при определённых режимах обработки было выявлено возникновение 
низкочастотных (доли и единицы герц) виброколебаний, негативно сказывавшихся на качестве 
обрабатываемых отверстий и стойкости инструмента. Анализ показал, что возникновение вибра- 
ции (автоколебаний) связано с расположением обрабатываемых отверстий на трубной доске и 
проявляется как совместные колебания станка и заготовки (рис. 3). 

Это позволило предположить, что на возникновение колебаний влияют моды колебаний 
обрабатываемой трубной доски как пластины, закреплённой в нескольких точках. 
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Рис. 3. Места возникновения виброколебаний при сверлении трубной доски 


Моделирование собственных колебаний трубной доски. Моделирование колебаний рас- 
пределённых систем представляет собой достаточно сложную задачу, решению которой в 
рассматриваемой предметной области посвящены, например, работы [6, 7]. 

Для круглой пластины известны решения, дающие основные моды собственных колеба- 
ний. Однако для пластины с закреплением в произвольных точках значения мод колебаний можно 
эффективно получить только с помощью численных расчётов. Задача ещё более усложняется, 
если данные необходимо получить для пакета пластин (рис. 2). Кроме того, интересно выяснить, 
каким образом изменится мода колебаний, если пластина будет частично или полностью запол- 
нена отверстиями. Всё вышеперечисленное определило инструментарий исследования — модели- 
рование методом конечных элементов. 

Конечноэлементная модель монолитной пластины из гомогенного материала с выбранны- 
ми точками закрепления представлена на рис. 4, а. На рисунке рис. 4, 6 — конечноэлементная 


модель пластины с отверстиями. Исследование динамики проводилось для материалов сталь и 
сталь + титан. 
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а) 6) 
Рис. 4. Конечноэлементные модели: а— монолитной пластины из гомогенного материала; 
6 — пластины с просверленными отверстиями 
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В результате исследования моделей (рис. 4) были получены частоты мод колебаний, при- 
ведённые в табл. 1. 

















Таблица 1 
Частоты первых четырёх мод колебаний конечноэлементных моделей 
Описание модели ыы 
1 2 3 4 
Гомогенная пластина 42,971 43,643 43,656 45,776 
Гетерогенная пластина сталь — титан 40,749 41,396 41,425 43,408 

















На рис. 5 показаны первые 4 моды колебаний пластины с частотой колебаний свыше 
40 Гц. Заметно, что условия закрепления существенным образом влияют на форму возможных 
колебаний. 


а) 6) 


в) Г 
Рис. 5. Формы первых четырёх мод колебаний гомогенной заготовки с различной частотой: 
а— 42,97 Гц; б6— 43,64 Гц; в— 43,65 Гц; г— 45,77 Гц 





Предварительные исследования показали следующее. В силу особенностей пакета паке- 
тирование пластин не оказывает существенного влияния на величины частот мод колебаний. При 
этом каждая пластина в пакете колеблется самостоятельно. По этой причине результаты для них 
не приводятся. Для пластины, содержащей отверстия, частоты мод колебаний оказываются выше, 
чем для пластин без отверстий. Это связано с тем, что выборка материала в первую очередь ока- 
зывает влияние на массу заготовки, а не на её жёсткостные свойства (по аналогии с монолитными 
и балочными конструкциями). 

Исходя из вышеизложенного, можно сделать вывод о том, что частоты мод колебаний за- 
готовок значительно (более чем на порядок) превосходят частоты автоколебаний, наблюдаемых 
при сверлении, и последние не могут быть объяснены резонансными явлениями в заготовке. 


165 





Технические науки 








Анализ упруго-диссипативных свойств заготовки. Как показано выше, собственные частоты 
колебаний заготовок лежат вне границ возбуждения резонансных колебаний при сверлении. 
Кроме того, в [8] показано, что собственные частоты колебаний преобразующей системы станка 
также лежат вне диапазона частот колебаний, формируемых при сверлении. 

По этой причине для анализа процессов возникновения автоколебаний в системе глубоко- 
го сверления необходимо применять подход, развиваемый школой В. Л. Заковоротного примени- 
тельно к анализу сложных систем, взаимодействующих со средой [9]. В рассматриваемом случае 
две динамические подсистемы (подсистема станка и подсистема заготовки), взаимодействуя друг 
с другом через процесс резания (технологическая среда), образуют новую динамическую систему, 
не являющуюся формальным объединением двух исходных. 

Кроме того, для упрощения анализа целесообразно перейти от описания заготовки как 
распределенной системы к эквивалентной модели в обыкновенных дифференциальных уравнени- 
ях. Используя подход, подробно описанный, например, в [10], из глобальных матриц инерциаль- 


ных [17° |, жёсткостных [<° и диссипативных [и° | коэффициентов, рассчитанных с помощью 


метода конечных элементов, можно получить так называемые локальные матрицы коэффициен- 


тов инерции [т’,|, жёсткости [с’,] и диссипации [№’,|, соответствующие упруго- 
диссипативной реакции пластины на приложение силового воздействия в конкретной точке. 
Расчёт удобно проводить для точек, совпадающих с местоположением обрабатываемых 


отверстий в пластине, то есть элемент с;, соответствует эквивалентной жёсткости при сверле- 


нии 7-го отверстия в /-м ряду трубной доски. При формировании локальных матриц, исходя из 


технологических соображений, отбираются наиболее низкочастотные моды колебаний заготовки. 
Данный подход особенно удобен для анализа сверления, поскольку при отношении диаметра об- 
рабатываемого отверстия (12-16 мм) к диаметру всей заготовки (3500 мм) приложение усилия от 
сверления можно считать точечным. 

Таким образом, для каждого отрабатываемого отверстия мы получаем эквивалентную ди- 
намическую систему, учитывающую характеристики как преобразующей системы станка, так и 
динамические характеристики обрабатываемой заготовки. 

Заключение. Приведённые в данной работе результаты позволили сформулировать выводы, 
отражающие суть исследований процесса глубокого сверления и разработки систем для его эф- 
фективной реализации. 

1. При обработке маложёстких гетерогенных заготовок, имеющих значительный градиент 
свойств по глубине сверления, в ряде случаев возникают автоколебания, приводящие к прежде- 
временному износу инструмента и ухудшению качества обрабатываемых отверстий. 

2. Причины возникновения автоколебаний не могут быть объяснены резонансными коле- 
баниями обрабатываемой заготовки и преобразующей системы станка, поскольку частота автоко- 
лебаний и частоты мод собственных колебаний отличаются более чем на порядок. 

3. Причиной возникновения автоколебаний может являться объединение упруго-диссипа- 
тивных динамических систем станка и обрабатываемой заготовки через нелинейную связь, созда- 
ваемую процессом сверления с формированием новой динамической системы, в которой и появ- 
ляются автоколебания. 
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Конечно-элементное моделирование пьезоэлектрического устройства 
накопления энергии на основе кантеливера* 


А. Н. Соловьёв, Ле Ван Зыонг 


Рассматривается моделирование пьезоэлектрического генератора, который является элементом устройства 
накопления энергии. Пьезоэлект, рический генератор представляет собой консольно-закреплённую пластину, 
на которую наклеены пьезоэлектрические элементы и присоединена инерционная масса. Исследуются два 
варианта возбуждения колебаний пластины. В первом — закреплённая сторона совершает вертикальные 
гармонические колебания на заданной частоте и с заданной амплитудой, во втором к ЭТОЙ СТ ороне приложе- 
на сила, изменяющаяся по гармоническому закону. В качестве математической модели УСТ! ройст, ва рассмат- 
ривается трехмерная краевая задача линейной теории электроупругости для составного упругого и ПЬзо- 
электрического тела. Решение краевой задачи проводится методом конечных элементов в пакете АМ5у5. 
При численном решении в качестве пьезоэлектрического материала взята пьезокерамика ПКР-7М, а в каче- 
стве материала пластины рассмотрены стеклопластик, дюраль, сталь. В качестве материала инерционной 
массы используется алюминий. Численно исследованы два случая колебания на резонансной частоте и ко- 
лебания в низкочастотной области на частоте значительно меньшей частоты первого резонанса. Проведено 
исследование зависимости резонансной частоты устройст! ва от толщины пластины для различных материа- 
лов и от величины массы инерционного элемента. Результаты представлены в виде Г| рафиков, ПОЗВОЛЯЮЩИХ 
найти резонансную частоту для определённых размеров. Исследованы зависимости выходного потенциала 
на свободных электродах пьезоэлементов на резонансных частотах и в низкочаст отной области от этих же 
параметров, эти результаты представлены также в виде Г! рафиков, что позволяет конструктору выбрать рацио- 
нальные размеры элементов и сочетание материалов для достижения наибольшей эффект, ивности уст! ройст! ва. 
Ключевые слова: МКЭ, накопление энергии, пьезоэлектрик, оптимизация, кантилевера. 


Введение. Современная малогабаритная бытовая техника, телефоны сотовой связи, беспровод- 
ные сенсорные системы для наблюдения и диагностики технического состояния различных объек- 
тов и т. п., потребляют весьма незначительную энергию. Для питания такого рода устройств ши- 
роко применяются автономные источники электрической энергии, которые в ряде случаев могут 
быть заменены пьезоэлектрическими преобразователями энергии совершающими механических 
колебания. 

По сравнению с другими методами накопления энергии, такими как электромагнитные [4] 
и электростатические [5], пьезоэлектрические накопители энергии на базе преобразования коле- 
баний окружающей среды привлекают большое внимание в последнее время из-за их простой 
структуры, прямого преобразования энергии колебаний в электрическую энергию с высоким 
уровнем напряжения [6, 7]. 

Наиболее известны пьезоэлектрические преобразователи энергии двух конфигураций: 
осевого и кантилеверного типа. Они используются как для создания пьезогенераторов электриче- 
ской энергии, входящих в состав автономных источников питания, так и для высокоточных ли- 
нейных двигателей или пьезоэлектрических актюаторов. Пьезоэлектрическое устройство накоп- 
ления энергии кантилеверного типа работает эффективнее, когда частота возбуждения находится 
в непосредственной близости от основной резонансной частоты электромеханической системы. 

Некоторые упрощенные аналитические модели для пьезоэлектрического накопителя энер- 
гии кантилеверного типа представлены в литературе. Например, в [8] разработана аналитическая 
модель с распределёнными параметрами. Вычисление энергии пьезоэлектрических структур при- 





* Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (гранты № 13-01-00196-а, 13-01-00943-а). 
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ведено в [9]. 5бодапо и др. использовали метод Релея — Ритца и разложения по собственным 
формам колебаний для описания устройства накопления энергии [10]. ЕйигК и Тптап в [11] по- 
строили для одномерной модели устройства накопления энергии решение в аналитической фор- 
ме. Цао и 5о4дапо [10, 12] модифицировали модель 5одапо, чтобы иметь возможность эффективно 
изучать системы накопления энергии и определять их оптимальные параметры. 

В настоящей работе изучено влияние размеров и условия закрепления устройства накоп- 
ления энергии при возбуждении колебаний на резонансной частоте или вблизи резонансной ча- 
стоты, а также в низкочастотной области вдали от резонансных частот. Решение проблемы осно- 
вано на конечно-элементном моделировании в пакете АМ$У$. 

На рис. 1 представлено устройство накопления энергии с использованием биморфной 
конфигурации. Структура кантилеверного типа пьезоэлектрического устройства накопления энер- 
гии, состоит из металлической пластины (подложки) 2, консольно закреплённой на основании 4, с 
двумя приклеенными пьезоэлементами 1 в зоне максимальных механических напряжений, возни- 
кающих при изгибе. С целью повышения коэффициента преобразования за счёт снижения резо- 
нансной частоты на верхней поверхности подложки может быть дополнительно размещен инер- 
ционный элемент 3. Устройства накопления энергии с консольно-закреплёнными изгибными эле- 
ментами спроектированы для преобразования внешней энергии окружающей системы в низкоча- 
стотном диапазоне. 
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Рис. 1. Структура пьезоэлектрического устройства накопления энергии на основе кантеливера: а — общая структура, 
6 — первая модель, в — вторая модель. 1 — пьезоэлемент; 2 — подложка; 3 — элемент инерционный; 4 — основание 


При анализе собственных колебаний пьезоэлектрического устройства накопления энергии 
предполагается выполнение следующих электрических и механических граничных условий. Плос- 
кие поверхности пьезопластин покрыты тонкими электродами, представляющими собой эквипо- 
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тенциальные поверхности. Вся внешняя поверхность пьезопреобразователя свободна от механи- 
ческих напряжений. 

1. Континуальные постановки задач электроупругости. Рассмотрим некоторый пьезопре- 
образователь ©, представленный набором областей ©, =@„; К=1,2,...,№М,; Л=К со свой- 
ствами пьезоэлектрических материалов и набором областей © =; Т=Ь2,....М; 
1=М, +т со свойствами упругих материалов. Будем считать, что физико-механические процес- 


сы, происходящие в средах О и можно адекватно описать в рамках теорий пьезоэлектри- 


ет ! 
чества (электроупругости) и упругости. 
Для пьезоэлектрических сред © ‚= О предположим, что выполняются следующие поле- 


вые уравнения и определяющие соотношения [13]: 


р„и+а,р,а-У.в=Ё,;У.09=0, (1) 
сс". (Е+ВуЕ)-е/ Е; О-+с.Ю=е, - (#+6,2)+э'.Е, (2) 
= = (Уи+ Уи) /2; Е=-УФ, (3) 


где р(х) — плотность материала; и(х, #) — вектор-функция перемещений; в — тензор механи- 
ческих напряжений; # — вектор плотности массовых сил; В — трёхмерный вектор индукции 
электрического поля; с’ — тензор четвертого ранга упругих модулей, измеренных при по- 


стоянном электрическом поле; е, — тензор пьезомодулей третьего ранга; = — тензор де- 
формаций; Е — трёхмерный вектор напряжённости электрического поля; ф(х,Ё) — функция 
электрического потенциала; эх — тензор второго ранга диэлектрических проницаемостей, 


измеренных при постоянной деформации; а,,Ву, с. — неотрицательные коэффициенты 


демпфирования, а остальные обозначения стандартны для теории электроупругости, за ис- 
ключением дополнительного индекса 7 указывающего на принадлежность к среде О, с номе- 


ром 1. 
Для сред ©, =®„„ с чисто упругими свойствами будем учитывать только механические 


поля, для которых примем аналогичные (1)—(3) полевые уравнения и определяющие соотношения 
в пренебрежении электрическими полями и эффектами пьезоэлектрической связности. 

Система дифференциальных уравнений (1)—(3) дополняется механическими и электриче- 
скими граничными условиями и среди них отметим условие на электроде $, который связан с 
электрическим устройством накопления энергии. 


[2,%=1, (4) 


где Г — ток в цепи, который в случае свободного электрода равен нулю. 
2. Конечноэлементное моделирование. В конечноэлементном пакете АМЗ\У$ осуществлено 
построение модели пьезоэлектрического устройства накопления энергии на основе кантеливера с 
подложкой, выполненной из стеклопластика (дюраль или сталь) размером /[хВхН. Геометриче- 
ские размеры приведены на рис. 1. Пьезоэлементы (ПЭ) состоят из двух одинаковых пьезопла- 
стин, поляризованных по толщине, имеют соответствующие размеры /,х ВьхН,. 

В настоящей работе рассматривается пьезоэлектрическое устройство накопления энергии 
для двух моделей с разными условиями закрепления и механического воздействия. 


171 


Технические науки 








Первая модель (рис. 1, 6) совершает малые колебания в подвижной системе координат, 
связанной с поверхностью, к которой прикрепляется левая сторона пластины. Вертикальные ко- 
лебания подвижной системы определяются соотношением: 


у = у, - ехр(-/. (217) -Ё), (5) 
где у — амплитудное колебание (у = 0,1 мм), Ё— частота вынужденных колебаний. 


Во второй модели основание устройства может свободно перемещаться по вертикали и 
закреплено в горизонтальном направлении (рис. 1, в). Колебания вызываются действием силы РЁ: 


Е=Е, ехр(-/. (2п/)-#), (6) 


где А — амплитудная внешняя сила (А, = 1 Н), /— частота вынужденных колебаний. 

На размеры конструкции (рис. 1) приняты следующие ограничения: размеры пластины 
[хВ = 110х10 мм; толщина пластины #Н изменяется в пределах 0,05-2 мм; пьезоэлементы имеют 
размеры [»хВьхН, = 54х6х0,5 мм; величины [м и Ви постоянны и равны /„ = 8 мм; В» = 22 мм; 
значения /л1 = [5 = 1 мм. 

Ниже приводятся константы материалов, используемые в расчетах: пьезоэлемент 1 — 
пьезокерамика ПКР-7М; подложка 2 — стеклопластик, дюраль, сталь; инерционный элемент 3 — 
алюминий. 











Таблица 1 

Материальные константы пьезокерамики ПКР-7М 
СЕ,ГПа | СЁ,ГПа | СЁ,ГПа | СЁ,ГПа | СЁ,ГПа | е„,Кл/м? | ез,Кл/м? | е,,Кл/м? | ЕЕ, = /& 
109 67 64 97 23 —13,1 27,1 20,1 1990 1740 
































= =8, 85х10? Ф/м, плотность р = 8,0х103 кг/м?, добротность О = 10. 

Упругие свойства изотропных материалов задаются с помощью модуля Юнга Ё и коэффи- 
циента Пуассона У. 

Рассматривается преобразователь с подложкой из различных материалов: дюраль, сталь и 
стеклопластик. Значение плотности дюраля выше значения плотности стеклопластики, но ниже 
значения плотности стали. 

















Таблица 2 
Характеристики конструкционных материалов 
Стеклопластик Дюраль Сталь Алюминий 
Плотность, р (кг/м?) 2500 2700 7800 2700 
Модуль Юнга, Е (ГПа) 70 74 210 68 
Коэффициент Пуассона, \ 0,25 0,34 0,3 0,36 

















В данной работе для двух моделей, исследуются значения собственной резонансной ча- 
стоты #.и амплитудные значения электрического потенциала Уна верхнем свободном электроде, 
в зависимости от материала и значения толщина подложки Р при отсутствии и наличии инерци- 
онной массы, а также в зависимости от ее значения М. 

3. Результаты численных расчётов. 

3.1. Значения толщины подложки А изменяются в пределах 0,05 - 2 мм, без инерци- 
онной массы. В этом случае (инерционная масса отсутствует) на рис. 2 представлены результа- 
ты зависимости значений собственной частоты #. и амплитудные значения электрического потен- 
циала Уна верхнем свободном электроде при колебаниях на резонансных частотах от материала 
и значения толщины подложки А, изменяющейся в интервале 0,05 - 2 мм. 
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Рис. 2. Зависимости собственной частоты от материала и значения толщина подложки р без инерционной массы: 

а, в — для первой модели; 6, г— для второй модели. 1 — стеклопластик; 2 — дюраль; 3 — сталь 


На рис. 2, а, 6 представлены зависимости собственной частоты от материала и значения 
толщина подложки /. 

Из рис. 2, а, б видно, что для обеих моделей, значения собственной частоты возрастает с 
ростом толщины. Значения собственной частоты для первой модели меньше (рис. 2, а), чем для 
второй модели (рис. 2, 6). При этом собственные частоты при материале подложки — сталь выше 
частот для подложки из стеклопластика, но ниже частот для подложки из дюраля. 

На рис. 2, в, гпредставлены зависимости амплитудных значений электрического потенци- 
ала на верхнем свободном электроде от материала и значения толщина подложки А, при колеба- 
нии на первой собственной частоте. 

Из рис. 2, в видно, что для первой модели значение электрического потенциала на верх- 
нем свободном электроде возрастает с ростом толщины В. И наоборот, из рис. 2, г видно, для 
второй модели значение электрического потенциала на верхнем свободном электроде убывает с 
ростом толщины подложки 1. 

3.2. Значения толщины подложки АЙ изменяются в пределах 0,05 -- 2 мм и инерцион- 
ная масса равна 5 г. В этом случае на рис. 3 представлены результаты зависимости значения 
собственной частоты и амплитудные значения электрического потенциала на верхнем свободном 
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электроде при колебаниях на резонансных частотах от материала и значения толщины подложки 
В, изменяющейся в интервале 0,05 - 2 мм. 
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Рис. 3. Зависимости собственной частоты от материала и значения толщина подложки А, инерционная масса равна 5 г: 
а, в— для первой модели; 6, г— для второй модели. 1 — стеклопластик; 2 — дюраль; 3 — сталь 
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На рис. 3, а, 6 представлены зависимости собственной частоты от материала и значения 
толщины подложки А. 

Из рис. 3, а, б видно, что для обеих моделей, значения собственной частоты возрастает с 
ростом толщины. Значение собственной частоты для первой модели (рис. 3, а) меньше, чем для 
второй модели (рис. 3, 6). При этом собственные частоты при материале подложки — дюраль 
выше частот для подложки из стеклопластика, но ниже частот для подложки из стали. 

На рис. 3, в, гпредставлены зависимости амплитудных значений электрического потенци- 
ала на верхнем свободном электроде от материала и значения толщина подложки А, при частоте 
колебаний равной значению первой собственной частоте устройств. 

Из рис. 3, в видно, что в первой модели, значение электрического потенциала на верхнем 
свободном электроде возрастает с ростом толщины 1. Наоборот, из рис. 3, гвидно, что во второй 
модели, значение электрического потенциала на верхнем свободном электроде убывает с ростом 
толщины 1. 

3.3. Значения инерционной массы М изменяются в пределах 0 - 15 г и толщина под- 
ложки Л равна 1,2 мм. В этом случае результаты зависимости значения собственной частоты и 
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амплитудные значения электрического потенциала на верхнем свободном электроде при колеба- 
ниях на резонансных частотах от материала и значения массы инерционного элемента М, изме- 
няющейся в интервале 0 - 15 г, представлены на рис. 4. 
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Рис. 4. Зависимости собственной частоты от материала и значения массы инерционного элемента М, А = 1,2 мм: 
а, в— для первой модели; 6, г— для второй модели; 1 — стеклопластик; 2 — дюраль; 3 — сталь 


На рис. 4, а, 6 представлены зависимости собственной частоты от материала и значения 
массы инерционного элемента М. 

Из рис. 4, а, 6 видно, что для двух случаев, значение собственной частоты убывает с ро- 
стом толщины. Значение собственной частоты для первой модели меньше (рис. 4, а), чем для 
второй (рис. 4, 6). 

На рис. 4, в, г для первой и второй моделей соответственно представлены зависимости 
амплитудных значений электрического потенциала на верхнем свободном электроде от материа- 
ла и значения массы инерционного элемента М при колебаниях на первой собственной частоте 
устройств. 

Из рис. 4, в видно, что в первой модели значение электрического потенциала на верхнем 
свободном электроде убывает с ростом массы инерционного элемента М. И наоборот, из рис. 4, г 
видно, что во второй модели значение электрического потенциала на верхнем свободном элек- 
троде возрастает с ростом массы инерционного элемента М. 
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3.4. Значения электрического потенциала на верхнем свободном электроде при коле- 
баниях на нерезонансной частоте 1.0 Гц. В этом случае рассматривается задача возбуждения 
колебаний на нерезонансной частоте 10 Гц. При этом значения электрического потенциала на 
верхнем свободном электроде, в зависимости от материала и значения толщины подложки 1, при 
отсутствии и наличии инерционной массы, а также в зависимости от её значения М представлены 
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Рис. 5. Зависимости амплитудных значений электрического потенциала на верхнем свободном электроде от материала и 
значения толщины подложки 1: а, в, д— для первой модели; 6, г, е— для второй модели: 1 — стеклопластик; 
2 — дюраль; 3 — сталь 
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На рис. 5, а, 6, ви гпредставлены зависимости амплитудных значений электрического по- 
тенциала на верхнем свободном электроде от материала и значения толщины подложки [, при 
колебаниях на нерезонансной частоте 10 Гц. Рис. 5, а, 6 описывают случай, когда инерционная 
масса отсутствует, а на рис. 5, в, гпредставлены результаты для инерционной массы равной 5 г. 
На рис. 5, д, е представлены зависимости амплитудных значений электрического потенциала на 
верхнем свободном электроде при нерезонансной частоте колебаний 10 Гц от значения массы 
инерционного элемента М, изменяющейся в интервале 0 - 15 гв случаях, когда толщина подлож- 
ки р равна 1,2 мм. 

Из рис. 5 видно, что для двух моделей значение электрического потенциала на верхнем 
свободном электроде, при котором значение частоты колебаний равно 10 Гц убывает с ростом 
толщины А (рис. 5, а, 6, ви Г) и возрастает с ростом значения массы инерционного элемента М 
(рис. 5, д, 6). 

Заключение. В работе рассматривается трехмерная конечноэлементная модель в пакете АМ5У$ 
устройства накопления энергии на основе кантеливера для двух способов возбуждения колеба- 
ний: в первом осуществляется кинематическое воздействие, во втором — силовое. Активным эле- 
ментом устройства накопления энергии является пьезоэлектрическая керамика. Исследована эф- 
фективность устройства в зависимости от его геометрических характеристик и материалов в 
условиях некоторых ограничений на размеры устройства. Проведённые в работе расчёты позво- 
ляют выбрать рациональные размеры элементов и материалы для достижения наибольшей эф- 
фективности устройства. При этом проанализированы два случая. В первом — устройство накоп- 
ления энергии работает на первой собственной частоте изгибных колебаний, а во втором — ча- 
стота колебаний фиксирована и достаточно мала. В обоих случаях в работе сформулированы ре- 
комендации конструктору для выбора материала подложки, её толщины и массы инерционного 
элемента. Построенные зависимости позволяют сконструировать устройство с заданной частотой 
собственных колебаний, которая в реальных условиях может определяться внешним воздействием. 
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$5 ог реховестс демсез.] РИКадпауа таетаЧКа ! пеКпап!а, 2002, уд. 66, по. 3, рр. 491—501 
(т Визчап). 


ЕУМТТЕ-ЕЕЕМЕМТ МОРЕН-ТМС ОЕ РТЕРОЕТЕСТВТС ЕМЕВСУ $ТОВАСЕ ОЕ\МТСЕ 
ВА$ЕО ОМ САМТТЕЕМЕВ^ 


А. М. Зоомуем, Ее Уап Оцопа 


тишайпд а р/егое/есётс депегайюог и/Р/СН [5 ап еетепЕ о! те епегду 5югаде аемгсе 15 сопх/аегеа, А риегое/есёис 
депегаюг арреаг5 а сап еуег-тоиге4 рае оп и/Р/сВ {те риегое!есёс еетепё аге д/ие, апа пе тега! та55 
5 аНасреа. Тио орйоп$ оЁ те ре иБгаНоп ехсйаНоп аге пиуезНдаеа. [пе ПгзЕ сазе, Те Нхеа $!4е ехесшех 
Веауе Вагптогс тойопз аЁ а дМеп тедиепсу апа ий" {те аезгей атрШМиае; т пе 5есопа — а ваптопк Гогсе 15 
арр/иеа ю 65 $е. А гее-атепзюпа! Боипаагу-иа/ие ргоМет о! {Те /пеаг теогу оЁ еесгое/а$Всйу Гог {пе 
сотрозйе ес апа регое/есёис Боду 15 сопеге4 аз а тайетайса! тодЕ! о! {пе деуксе. Тпе Боипаагу ргоБ- 
[ет [5 сое Егоидй {те Япйе-еетепЕ раскаде АМ5У$. Ипаег {ве питейса/ зоиНоп, РКЕ-7М риегосегат/с 15 
{акеп аз а регоеес тс тейепа| ирегеаз ПЬего/ас$, дига!ит/п, 5! аге сопИАегеа аз а рае таепа/. Аиптйпит 
[5 изе4 аз а тейепа! о! пе тег#а/ таз$. Ти саез аге зи ей сотриайопеи\. [п {те ИтзЕ сазе, пе Нхеа $!ае 
ехесие$ уегйса! вагтогис ифгайоп$ аЁ а омеп ‘едиепсу апа и! а ргезЕЁ атрШиае, т {пе 5есопа сазе, те 
Югсе иагутд т а ваптоп ГазРоп 15 арр!еа ю 5 ясе. Тре аеисе гезопапсе йедиепсу дерепаепсе ироп {те 
р/йе исКпес$ Гог уайоиз таепа/5 апа ироп ве уа/ие оЁ {Те тега! еетепЕ таз$ /5 $НиЕц. ТПе гези!5 аге рге- 
5етеа дгар!иса/у {ПаЁ а!ои5 Рпатд {ве гезопапЕ тедиепсу Юг сепат хез. Тре оиёриЕ роепйа/ дерепаепсе$ аЁ 
Ше Гее еесодез оГ те р/егое!есёс еетепЁ оп {те гезопапЕ тедиепс!е5 апа т те /ои/-Редиепсу гедоп оп 
{е зате рагатеег$ аге пуезНдайе4. Трезе геи аге а/зо ргезегтеа одгарса/у ёпаЁ а/ои5 а Че$дпег {0 5е/есЕ 
геазопа Ме Геа{иге 7е5 апа пе тих оЁ тейепа/5 ю орйтЁе ве авуке. 

Кеуигогабв: ГЕМ, епегду зюгаде, р/егоеесс, орйт!гавоп, сапеуег 





* ТНе гееагсй {5 допе мИЙ 1е папа! зирро" гот ВЕЕТ (Сгап5 поз. 13-01-00196-а, 13-01-00943-а). 
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Элементы теории отрицательно-нулевой обратной связи в адаптивных 
фрикционных муфтах" 


М. П. Шишкарёв, К. О. Кобзев 


Дополнительная фрикционная группа в конструкции муфты повышает её нагрузочную способность. Это бес- 
спорное достоинство адаптивных фрикционных муфт второго поколения с комбинированной обратной свя- 
зью. Коэффициент усиления обратной связи меняется в зависимости от значения коэффициента трения. В 
работе решается задача установления данной закономерности и синтеза на этой основе принципиальной 
схемы управляющего устройства с определением его параметров. Установленная закономерность позволяет 
утверждать следующее. При отсутствии распорной силы и минимальном значении коэффициента трения 
изменение величины коэффициента усиления не превышает его предельного значения. Это обеспечивает 
автоматическое управление с теоретически достижимой «идеальной» нагрузочной характеристикой муфты. 
Найдена геометрическая форма кривой, которая очерчивает боковую стенку гнезда под тело качения управ- 
ляющего устройства и обеспечивает автоматическое регулирование в адаптивной фрикционной муфте. Це- 
лью в данном случае является получение теоретически «идеальной» нагрузочной характеристики муфты. 
Ключевые слова: адаптивная фрикционная муфта, коэффициент усиления, управляющее устройство, ко- 
эффициент трения. 


Введение. В адаптивных фрикционных муфтах (АФМ) второго поколения [1] применяется управ- 
ляющее устройство (УУ) отрицательно-нулевой обратной связи. Достоинством таких муфт являет- 
ся повышенная нагрузочная способность за счёт введения в конструкцию фрикционной группы, 
не охваченной отрицательной обратной связью [1, 2]. Однако при практическом применении точ- 
ность срабатывания АФМ не всегда отвечает требованиям по защите приводов технологического 
оборудования от поломок в результате случайных перегрузок [3]. 

Отличительные особенности адаптивных фрикционных муфт второго поколения с отрица- 
тельно-нулевой обратной связью [1]: 
— наличие в составе дополнительной фрикционной группы, которая не охвачена отрицательной 
обратной связью (так называемой «нулевой» обратной связью), как основная фрикционная группа; 
— более высокие (при равных конструктивных параметрах) нагрузочная способность и точность 
срабатывания (скорость и качество срабатывания муфты) [2, 3]. 
Постановка задачи исследования. Установление закономерности изменения величины коэф- 
фициента усиления (КУ) обратной связи в зависимости от величины коэффициента трения в АФМ 
второго поколения. 
Решение задачи. Объект исследования — АФМ второго поколения (базовый вариант) — пред- 
ставлен схемой (рис. 1). 

Соосные одна другой полумуфты 1 и 2 кинематически связаны между собой двумя фрик- 
ционными группами (ФГ): 
— основной (ОФГ), состоящей из дисков трения Зи 4; 
— дополнительной (ДФГ), включающей диски трения 5 и 6. 

Диски 3 и 5 связаны в окружном направлении со ступицей нажимного диска 7, диски 
4 и б — с барабаном полумуфты 2. 

Нажимной диск 7 смонтирован на ступице полумуфты 1 и лишён кинематической связи с 
ней в окружном направлении, за исключением незначительного трения, не учитываемого в даль- 
нейшем исследовании. 


* Работа выполнена в рамках инициативной НИР. 
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Рис. 1. Принципиальная схема АФМ второго поколения (базовый вариант) 


УУ АФМ выполнено в виде тел качения 8, которые размещены в скошенных гнёздах 
нажимного диска 7 и упорного диска 9, жёстко закреплённого на ступице полумуфты 1 
(см. рис. 1, сечение АА). 

Силовое замыкание пар трения ОФГ и ДФГ осуществляется пружиной 10, передающей 
усилие через упорный подшипник 11. 

Вращающий момент АФМ складывается из суммы двух моментов сил трения: ОФГ и ДФГ. 

В соответствии с этим можно записать: 

Т, =Т, +Т,, (1) 
где Т, — момент сил трения пар ОФГ; Т, — момент сил трения пар ДФГ. 

Моменты сил трения Т, и Т, соответственно равны: 

= РЕ. -Е.], (2) 

Т = 2.В ИЕ, , (3) 

где 2х — число пар трения ОФГ; А, — средний радиус поверхностей трения фрикционных дис- 
ков ОФГ и ДФГ; Г — коэффициент трения; Е, — сила натяжения пружины 10; Е, — распор- 


ная (отжимная) сила УУ (см. рис. 1, сечение АА); 2, — число пар трения ДФГ. 


Величину распорной силы УУ можно определить по формуле: 
Т. +Т 
м — 2 Г 3 да 7 (4) 
где а — угол скоса боковой стенки гнезда под тело качения 8 (см. рис. 1, сечение АА); г — ра- 
диус окружности, на которой расположены тела качения (см. рис. 1); Т. — момент силы тре- 
ния фрикционных дисков 3 и 4, связанных со ступицей нажимного диска 7. 
Момент силы трения 7, вычисляется по формуле: 


Т, = (2-1) КР [Е = г. (5) 


В соотношении (5) учтено то обстоятельство, что компоновка ОФГ построена по типу «ведущая 
пара трения — ведомые пары трения». 
После подстановки правых частей соотношений (3) и (5) в выражение (4) получим: 
2,+(2-1) 
1+ (2 _ 1) 





Е, = Р.С (6) 
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Здесь С — КУ АФМ, вычисляемый по формуле: 


Ка 
С = —„ 99. (7) 
В соответствии с соотношением (6) и на основе выражения (2) найдём: 
1-2.СЕ 
ны 8 
=" 1+ (2-47 _ 


Используя соотношения (2) и (8) в равенстве (1), найдём выражение для вычисления величины 
полного вращающего момента АФМ: 
2+2, - 2. СЕ 
=. 
Р 1+ + (2-1) 0" 


При настройке АФМ с учётом минимального значения коэффициента трения #. 


(9) 


[4] номинальный 


тм 
вращающий момент муфты равен: 


2+2, (1- Сы 
Я 
т" + (2- 1)С Е 


тм тм 





(10) 


Считая переменной величину КУ С’, приравняем друг другу правые части соотношений (9) и (10), 
заменив в первом из них параметр /! на параметр Г, — текущее значение коэффициента трения 


(функция времени). В результате решения составленного уравнения получим: 
ыы ЕЛ НИ ЕО) 


тм ти тм т ти тм 


(2-Е иЁ (2+2,)-2, (2-1) Стив (Е. +1) +277 


тм 





(11) 


Соотношение (11) устанавливает зависимость величины КУ С от текущего значения коэффици- 
ента трения, при котором распорная сила УУ изменяется так, что обеспечивается постоянство 
суммы моментов сил трения ОФГ и ДФГ. 

Величину С„ можно вычислить на основе соотношения (10) по следующему выражению: 


т (2 +7 .)-Т, 
С: = я (12) 
Т, (2- 1)Е + 22, Е КЕ 


т ср’ тт 





Для определения характера функции (11) применим графический способ. При построении графи- 
ка функции воспользуемся следующими исходными данными: К., =0,1 м; 2=8; 2,=2; 


Е, = 800 Н; РЕ =0,1; Т, =350 Нм. 
При этих исходных данных величина С.„ составила 0,82. 
График указанной зависимости показан на рис. 2 (кривая 1). 


С 





1,8 


1,2 


0,6 














0 
0,1 0,275 0,45 0,275 Л 
Рис. 2. Графики зависимости коэффициента усиления от текущего коэффициента трения 
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Из графика следует: 
—КУ С увеличивается с ростом коэффициента трения; 
наибольший рост КУ С имеет место в интервале значений коэффициента трения 0,1 ... 0,275 
при равных размерах частей общего интервала; 
— при минимальном значении коэффициента трения величина КУ С равна С. 

Для принятой конструктивно-компоновочной схемы ОФГ (см. рис. 1) ограничение сверху 
величины КУ С имеет следующий вид [5]: 

М 
Е 


тах 





(13) 


где Ё 


тах 


— максимальное значение коэффициента трения. 


На рис. 2 прямой 2 показана величина КУ, построенная на основе соотношения (13) при 
Г =0,8. Расположение кривой 1 и прямой 2 показывает, что требуемые для автоматического 


регулирования значения КУ С (при реализации нагрузочной характеристики «идеальной» АФМ 
[6]) выше, чем его предельное значение. Вследствие этого реализация «идеальной» АФМ в дан- 
ном случае невозможна даже при значении 2, =1, когда предельная величина КУ С может быть 
увеличена в 2 раза. 

Рассмотрим вариант АФМ второго поколения, в котором при минимальном значении ко- 
эффициента трения отрицательная обратная связь на пары трения ОФГ не действует. 

Вначале рассмотрим теоретическую сторону решаемой задачи. При указанном условии 
номинальный вращающий момент АФМ равен: 

= +2.) РЕ (14) 


ср тт п" 
Уравнение, с помощью которого можно установить закономерность величины КУ С при варьиро- 
вании коэффициента трения, в данном случае имеет вид: 
+2, — 2. СЕ 
Е.В! ВЕ НЕЕ ЕР Ь 
1+ (2 _ 1) СЕ 


Решение этого уравнения запишем как 


= (2+2, Е ВЕ 


ср тт" 


1+7, )Р-(2+27,)Е, 
( | ( 1) тм >. (15) 
(2-1) (2+2). + 

График функции (15) приведён на рис. 2 (кривая 3). Он построен по тем же исходным данным, 
что и кривая 1, кроме 2, =1. График предельной величины КУ С (при значении 2, =1) показан 


С = 





на рис. 2 прямой 4. 

Анализ построенных графиков показывает: 
— КУ С возрастает по мере увеличения коэффициента трения (кривая 3); 
— наибольший прирост величины КУ С наблюдается в интервале значений коэффициента тре- 
ния 0,1 ... 0,275; 
— при всех значениях коэффициента трения (в пределах оси абсцисс) текущая величина КУ С 
не превышает предельное значение (кривая 3, прямая 4). 

Выше теоретически обоснована возможность реализации варианта АФМ с переменной ве- 
личиной КУ С, не превышающей предельного значения ни при каких величинах коэффициента 
трения. Рассмотрим соответствующий вариант муфты. Напомним, что в этом варианте должно 
быть предусмотрено С, =0. 

Последнее условие выполнимо только при а = 0. Из этого следует, что распорная сила УУ 


при Р должна быть также равна нулю. Однако при увеличении коэффициента трения С =0, 


ти 
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т. е. угол должен также увеличиваться. Но увеличение угла а возможно только при действии рас- 
порной силы, что противоречит поставленному выше условию. 

Таким образом, равенство С, =0 необходимо считать условным, т. е. при С, = 0 рас- 
порная сила УУ, действующая на пары трения ОФГ, должна отсутствовать. 

Из этого следует, что при значении №„ распорная сила УУ должна действовать не на 
нажимной диск, а замыкаться на ведущей полумуфте. 

Принципиальная схема АФМ, удовлетворяющая указанному условию, показана на рис. 3. 
Две соосные полумуфты 1 и 2 связаны между собой фрикционными группами, состоящими: 
— из дисков 3 и 4, образующих ОФГ; 
— из дисков 5 и 6, образующих ДФГ. 





Рис. 3. Модернизированная принципиальная схема АФМ второго поколения 


Фрикционные группы разделены фланцем 7 нажимного диска 8, свободно установленного 
на ступице полумуфты 1. Диски 3 и 5 связаны в окружном направлении со ступицей нажимного 
диска, диски 4 и 6 — с барабаном полумуфты 2. 

Структурное построение УУ обратной связи рассматриваемой АФМ отличается от УУ базо- 
вого варианта. УУ состоит из тел качения 9, которые размещены в скошенных гнёздах, выполнен- 
ных в упорном диске 10, жёстко закреплённом на ступице полумуфты 1, и в опорной втулке 11, 
которая размещена в центральном отверстии нажимного диска 8. Опорная втулка связана с 
нажимным диском направляющей шпонкой 12 и подшипником к телам качения 9 пружиной 13, 
которая правым концом опирается на жёсткий упор 14, закреплённый на ступице полумуфты 1 
(рис. 3). Пружина 13 поставлена в муфту с предварительным натяжением и вместе с упором 14 
размещена в центральном отверстии опорной втулки 11. 

В статическом положении АФМ, т. е. при отсутствии нагрузки, передаваемой муфтой, 
между правым торцом опорной втулки и нажимным диском осевой зазор может отсутствовать ли- 
бо быть минимальным (^0,1 ... 0,15 мм). 

Общее силовое замыкание пар трения ОФГ и ДФГ в муфте осуществляется пружиной 15, 
которая передает усилие через упорный подшипник 16. 

Идея реализации в АФМ так называемого «квазинулевого» значения КУ С„„ заключается, 
таким образом, в силовом замыкании распорной силы на полумуфте 1 при минимальной величине 
коэффициента трения. 

Для определения параметров УУ модернизированной АФМ запишем уравнение осевого 
равновесия опорной втулки 11 при минимальном значении коэффициента трения и при номи- 
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нальном вращающем моменте, передаваемом муфтой. Перед составлением упомянутого уравне- 
ния установим действующие на опорную втулку силы: 
— распорная сила Р, действующая со стороны УУ; 


тм / 
— осевая сила натяжения пружины 13; 
— сила трения между нажимным диском 8 и направляющей шпонкой 12. 

Сила трения между ступицей полумуфты 1 и опорной втулкой 11 не учитывается ввиду её 
незначительной величины. 

На основании изложенного выше запишем уравнение равновесия опорной втулки 11 в 
осевом направлении: 
Е Е Е, =0, (16) 


р.тм  ("п13 (тр 
где Ез — первоначальная сила натяжения пружины 13; Ра — сила трения между нажимным 


диском 8 и направляющей шпонкой 12 (рис. 4). 





Рис. 4. Расчётная схема № 1 УУ муфты 


Распорная сила Е, „„ вычисляется по следующей формуле: 


. мт 


(17) 





р. тт тм / 


м 
Е, пи == 9 а 
Рив 


где Т„„ — номинальный (настроечный) вращающий момент АФМ; ат — минимальный угол дав- 


ления между телом качения 9 и боковой стенкой гнезда УУ (см. рис. 4). 
Номинальный вращающий момент АФМ вычисляется по соотношению (14). 
Величина силы трения Р„, вычисляется по соотношению: 


2Т 
ии, (18) 


где А — коэффициент трения между нажимным диском 8 и направляющей шпонкой 12; @ — 





диаметр центрального отверстия нажимного диска. 
Очевидно, что величина КУ С„„ зависит от величины угла ат». Чтобы установить величи- 


п 
ну последнего, обратимся к рис. 4, на котором приведена схема, поясняющая распределение сил, 
действующих на опорную втулку 11 в шпоночном соединении. 

Сила нормального давления между телами 9 и 11, перенесенная по правилу параллельно- 
го переноса силы, представляет движущую силу. При этом дополняющий момент силы, действу- 
ющий на опорную втулку 11, не создает нагрузку, искажающую картину силового взаимодействия 
в шпоночном соединении и в расчёт не принимается. В противоположном направлении действует 
сила сопротивления, т. е. сила трения. 
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Для осуществления движения опорной втулки вместе с направляющей шпонкой относи- 
тельно нажимного диска проекция силы нормального давления КР, на плоскость движения 


направляющей шпонки должна быть по меньшей мере равна силе трения. 
Рассматривая расчётную схему, изображённую на рис. 4, запишем: 


(19) 


п : 
Е. сов _ бы, =Ё, Эта, 
ЕЕ (20) 
В выражении (19) параметр Е, — движущая сила, с помощью которой осуществляется переме- 
щение направляющей шпонки и опорной втулки относительно нажимного диска; Р, И ат — 


см. выше. В равенстве (20) параметр Ё.‚, — сила нормального давления в плоскости шпоночного 





соединения. 
Из силового треугольника найдём: 
Е и =Ё, Соба. (21) 
Исходя из поставленного выше условия и воспользовавшись соотношениями (19) и (21), получим: 
ва (22) 
На основе равенства (22) запишем: 
К К 
С ти = г 9 Чи = — Г, - (23) 


Формула (23) пригодна для вычисления величины КУ Си. 


При выполнении равенства (22) и величине КУ С, вычисляемой по соотношению (23), 


т / 
начальная сила натяжения пружины 13 может быть равна нулю: относительная неподвижность 
системы тел «опорная втулка 11 и направляющая шпонка 12 — нажимной диск 8» обеспечивается 
равенством силы сопротивления и движущей силы. 

Схема, показанная на рис. 4, иллюстрирует лишь возможность реализации нулевой рас- 
порной силы при ненулевой величине С„„. Для автоматического регулирования величины рас- 
порной силы величина КУ С должна изменяться в соответствии с закономерностью, установлен- 
ной соотношением (15). В связи с этим боковая стенка гнезда под тело качения УУ должна быть 
очерчена кривой линией, а опорная втулка 11 должна быть кинематически связана с нажимным 
диском 8 в осевом направлении. 

Согласно схеме УУ обратной связи, показанной на рис. 4, последнее условие не выполня- 
ется, в связи с чем необходимо её изменение. 

Вариант схемы УУ, удовлетворяющей поставленным выше условиям, показан на рис. 5, а. 
Этот вариант отличается от изображённого на рис. 4 тем, что УУ дополнено пружиной 17 (нуме- 
рация позиций элементов — согласно рис. 4), поставленной в муфту между нажимным диском 8 и 
опорной втулкой 11 концентрично пружине 13. Таким образом, во время трения (работы муфты) 
распорная сила УУ будет передаваться на нажимной диск посредством осевой деформации пру- 
жины 17. Часть распорной силы УУ будет замыкаться на ступицу полумуфты 1 посредством осевой 
деформации пружины 13. 

Поскольку, согласно соотношению (15), значение КУ С должно увеличиваться нелинейно 
при увеличении коэффициента трения, боковые стенки гнёзд под тела качения УУ должны быть 
очерчены образующими в виде кривых линий, выпуклых по отношению к телам качения. 

Следовательно, величина угла давления а; тел качения УУ должна возрастать от дна гнез- 
да к его периферии. 
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а) 
Рис. 5. Схемы УУ обратной связи: а — модернизированная; 6 — расчётная, № 2 


Для установления формы кривой, образующей боковой стенки гнезда, запишем уравнение 
осевого равновесия опорной втулки 11 в системе координат х —у (где х — абсцисса коорди- 
натной системы, совпадающая с осью гнезда, у — ордината системы, принадлежащая плоскости, 
параллельной оси вращения АФМ): 

Е. -С:х, -С.х, -ЕР, =0, (24) 


р.! 





где Р,, — текущая распорная сила; С, — осевая жёсткость пружины 13; С, — осевая жёст- 


кость пружины 17; х, — текущая абсцисса, равная текущему осевому перемещению опор- 
ной втулки 11. 
Текущая распорная сила УУ АФМ может быть представлена следующим соотношением: 
Т 
Ра 2-90: (25) 


р.! 


где а; — текущий угол давления тела качения. 

По условию задачи величина номинального вращающего момента АФМ должна оставаться 
постоянной независимо от коэффициента трения. В соответствии с этим, используя в уравнении 
(24) соотношения (14), (18) и (25), получим: 

(2+2 В Иа а, — (С. +С,)х, 2(2+2,) ЕВГ го. 6) 
Г а 
Учитывая геометрическую интерпретацию первой производной функции, проинтегрируем уравне- 
ние (26): 








т (27) 
2(2+2,) РК Я“ 


ср тт 





У; = 


где С, — постоянная интегрирования, которую можно найти из начальных условий: у, =у, при 
Хх, =0. 
Из этого следует: 
С, =Уь, 
где у, — начальная ордината кривой. 
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Начальную ординату у, можно найти, используя расчётную схему, изображённую на 
рис. 5, 6. Согласно данной схеме начальная ордината у, , равна длине отрезка АВ. При величине 


радиуса тела качения, равной Г, , Начальная ордината составляет: 


У, =АВ =, - Саи. (28) 
Сделав замену 
1 
05а = =, 
1+9? а 
а также имея в виду, что (см. выше) 
9 Чи = и ' 
запишем выражение (28) в следующем виде: 
Е 
У === (29) 


С учётом полученного выражения (29) запишем соотношение (27) в следующем виде, учитывая 
удвоенное перемещение опорной втулки (по отношению к осевому перемещению тел качения): 








(С, +С.)г › Г 
У = Хх" + Х+——, (30) 
(2 +2, ) РК а \/1 +22 


В соотношении (30) Ё = соп$% , как принимается на практике [7]. 


Профилирование боковых стенок гнёзд под тела качения УУ в соответствии с выражением 
(30) позволяет реализовать зависимость (15) для оптимального изменения величины КУ С в 
функции коэффициента трения и осуществить таким образом оптимальное регулирование с це- 
лью достижения высокой точности срабатывания исследуемой АФМ. 

Результаты исследования могут иметь практическое применение при расчёте и проектирова- 
нии модернизированного варианта АФМ второго поколения для определения оптимальных вели- 
чин параметров и синтеза элементов УУ. 

Выводы. 

1. Настоящее исследование вызвано необходимостью повышения точности срабатывания 
базового варианта АФМ второго поколения. 

2. Основной идеей создания модернизированного варианта АФМ второго поколения явля- 
ется установление зависимости КУ обратной связи от текущего значения коэффициента трения и 
синтеза на этой основе принципиальной схемы УУ с определением его параметров. 

3. При минимальной величине КУ, не равной нулю, реализация на практике «идеальной» 
нагрузочной характеристики АФМ невозможна, поскольку расчётное значение КУ превышает его 
предельно допустимую величину. 

4. Если распорная сила отсутствует, значение коэффициента трения минимально и КУ из- 
меняется в соответствии с установленной закономерностью, величина КУ не превышает предель- 
ного значения. Это обеспечивает автоматическое управление с теоретически достижимой «иде- 
альной» нагрузочной характеристикой. 

5. Синтезирована принципиальная схема АФМ, в которой реализован принцип, указанный 
в п. 4, величина КУ не равна нулю. Принцип реализован при минимальном значении коэффици- 
ента трения. 

6. Найдена геометрическая форма кривой, очерчивающей боковую стенку гнезда под тело 
качения УУ и обеспечивающей автоматическое регулирование в АФМ с целью получения теоре- 
тически «идеальной» нагрузочной характеристики муфты. 
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Кеуигогаб5: абарёуе Гтсйоп сисй, атр/йсайоп Гас сопёго! ипй, Рсвоп соейсепе, 
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УДК 51:621.891+06 ООТ: 10.12737/3518 


Расчётная модель двухслойного пористого подшипника конечной длины 
с учётом анизотропии пористых слоёв и нелинейных факторов” 


А. Ч. Эркенов, М. А. Мукутадзе, В. С. Новгородова, Т. С. Черкасова 


Приводится асимптотическое решение по степеням относительного эксцентриситета задачи гидродинамиче- 
ского расчёта пористого двухслойного радиального подшипника конечной длины. Данное решение основы- 
вается на полных нелинейных уравнениях Навье — Стокса и на уравнении Дарси. Отличие предложенной 
расчётной модели состоит в том, что она учитывает анизотропию проницаемостей пористых слоёв, а также 
наличие источника смазки. Рассматривается случай, когда смазка принудительно попадает через поры 
внешнего пористого слоя. Найдено поле скоростей и давлений в смазочном и пористом слоях. В результате 
получены аналитические выражения для основных рабочих характеристик подшипника. Дана оценка влия- 
ния анизотропии проницаемостей пористых слоёв, нелинейных факторов, а также влияние источника смазки 
на основные рабочие характеристики подшипника. 

Ключевые слова: двухслойный подшипник, анизотропия проницаемостей, несущая способность, сила тре- 
ния, коэффициент нагруженности, коэффициент трения. 


Введение. Как известно [1, 2], устойчивый жидкостный режим трения в пористых подшипниках 
можно обеспечить только регулярной подачей смазки в зазор. Анализ существующих работ [1—5], 
посвящённых расчёту пористых подшипников, работающих под давлением питания, показывает, 
что в приведённых здесь расчётных моделях не учитывается анизотропия проницаемости пори- 
стых слоёв одновременно в радиальном и окружном направлениях. 

Для расчёта двухслойных пористых подшипников, работающих под давлением питания, 

необходимо представить коэффициент проницаемости в виде непрерывной функции, зависящей 
от радиальной и окружной координат. Однако учёт анизотропии только лишь в окружном направ- 
лении [3, 4] не позволяет представить коэффициент непроницаемости таким образом. Ниже нами 
приводится решение рассматриваемой задачи в нелинейной постановке при учете зависимости 
проницаемости пористых слоёв от радиальной и окружной координат. 
Постановка задачи. Рассматривается установившееся течение вязкой несжимаемой жидкости в 
зазоре двухслойного пористого радиального подшипника конечной длины. Подшипник с неодно- 
родным пористым слоем на его поверхности считается неподвижным, а шип вращается с угловой 
скоростью ©. Смазка в зазор пористого подшипника переменной проницаемости в осевом направ- 
лении подается под давлением питания. 

Поместим начало цилиндрической системы координат г, 9, 2 на оси подшипника на равном 
расстоянии /от его концов (1). 

Тогда уравнения контуров шипа и подшипника можно записать в виде 

с:Гг=Ь, с.:Г=Ь+В, с:Г=О+В, П=В,-В, 


(1) 


с. :г=а.(1+Н), Н = 56050 — Е? 5? 0, 


е 
где  — толщина пористого слоя; а — радиус шипа; Ь — радиус подшипника; ==-; е — 
а 


эксцентриситет. 


* Работа выполнена в рамках инициативной НИР. 
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Рис. 1. Схематическое изображение радиального подшипника с многослойным пористым вкладышем и пористым шипом 


Проницаемости пористых слоёв зададим таким образом, чтобы на границе раздела 
пористых слоёв они принимали одинаковые значения 


‚ , 

к = де“"®ы + (8), к-де” “+ (0). (2) 
Здесь А — заданная постоянная величина; безразмерные параметры Л, >0 и Л, >0 характери- 
зуют распределение проницаемостей пористых слоёв в радиальном направлении. Функцию К (6) 
по аналогии с законом изменения формы смазочной плёнки зададим в виде К =-А'с0$0, где 


А’/А = =" <1. Также предполагается, что =’и = — малые параметры одного порядка = =пП*='. 


Основные уравнения и граничные условия. Будем исходить из безразмерных уравнений 
движения вязкой несжимаемой жидкости в смазочном слое и в том числе в пористых слоях 
вкладыша, а также из уравнения неразрывности. 


2 2 2 2 2 
нь [91] “| 1 др бу 10, 10 бу у: 20% 


2 79 Г 


д г 00 *062 г (1-а)' 0" 9? гог г? 09? 02? г? г? 00' 














2 2 2 2 
ре и 9.59, д У, |_ 1 | о 
ог г 09 02 Г (1-а) г 00 д гог г’ 00 д г’ г’ 090 


2 


г г 00 ‘02 








Й 


и, щи, д 1 бр 0%, 19, 10%, 0%, 
Ве ч, + + = № + 
(1-а) 0925 0 ГОГ г“ 09 02 (3) 


би, 10 0, ц, 
+ + +—=0, 
ог г 00 02 г 
- 9Ф 10 т1оФ ох оКоФ 10 Ф 
К (г, 6). |-— + и + = 
0г° Гог г” 00° 02 дг 0г г 00 09 
- ФЕ 10Е 10?Е @Е] ОКЕ 10, дЕ 
К, (г,0)- * а + = 
г’ Гог г? 09° 02 ог ог г 09 69 








Й 





Здесь и,, ч,, у, — безразмерные компоненты вектора скорости; р — безразмерное гидродина- 


7! 


мическое давление в смазочном слое; Ф и Е — соответственно безразмерные гидродинами- 
ческие давления в пористых слоях; & и К, — безразмерные проницаемости пористых слоёв. 
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Размерные величины г,2,9,,ц,ч,,Р,Ф,Е и К,,К, связаны с безразмерными Г, 2, 0,, 
0,0, Р, ФЕ, К, К, соотношениями 
Г=Ш, 2=1, К=АК, К =АК, ц,=0а0,, и, =©аб, 
ы@ар + ф_ Нав Е _ Зав = (4) 


= ЕР: Ф, 
(р-а) Ь-а Ь-а 





В дальнейшем знак ^ у безразмерных переменных опускается. 

Система уравнений (3) решается при следующих граничных условиях. 

1. На контуре < выполняется непрерывность давлений [В = Ф) ‚ а компонента вектора 
скорости и, определяется законом Дарси. Остальные компоненты равны нулю. 

2. На границе раздела пористых слоёв 


фе. 
ог ог 
3. | „„=Рь, где р, — закон подачи смазки. 


4. На контуре с при 2 =+у давление равно р„, где р, = р, / р” : 
5. На поверхности шипа выполняются следующие условия: 





ц, (а+аН)=ч, | _ +[5=] аН +... = -=5т6, 
г=а аг ео 


(оон) -щ, .+[58) аН +...=1, (5) 
ии (а+аН) =и _ +5") аН+...=0. 
Гг=а ОГ ры 


Асимптотическое решение задачи. Установив закон подачи смазки как 
р, =с(2*-\?)+ У (а, с050 + Р, $т6)=”, (6) 
П=1 
решение системы (3), удовлетворяющее выше приведённым граничным условиям, будем искать в 
виде: 
р=А: (2? -\?)+Ра +Р(",6), ФЕМ. (2? -У)+ Ра + Е, (г,0), Е М. (2? -У)+ Ра +, (г,6), о 
у, =и(г,9), ч,=и(г, 0), ц, =и/(г,0)2 
Исходя из вида граничных условий функции Р, К, Ф, и(г,6), ч(г,9) и/(г,9) будем искать в 
виде рядов по степеням параметра = : 
Р=Р, (Г) +ЕР (^,0)+..., К, =Ф, (г) + =Ф, (п,0)+..., К, = Е, (г)+ЕР (п,9)+..., 
и=и (Г) + Е, (г,0)+..., у=ц, (г) + =, (г,0)+..., и=и, (г) + =, (г,0)+... 
Для определения коэффициентов разложений (8) с точностью до членов О(=^) придём к следую- 
щей системе уравнений и граничных условий к ним: 


(8) 








Ре| № 4 |_ 1 @ ‚9% 1% Ш 
За“ ЗЕ (1-а % 4 Гч г?" 
Ве тб 


а г | т га г’ 
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| 2А м, там 
Ке| и, + Ис НА , 
аг (1-а) а г а 

















м и 0, О, О ЛИ О: 
а а! г г 1 а! ги гс 
4?мМ ам 2 
М=0. 9 
4? га у? (9) 
2 2 
Ве ды Е № би, ии 1 Е. 1 т т И 
ог г 59 Г (1-а) ог ОГ г ог г’ 00 г Г" 00 
Ре Аи 9% , 0 , о +0 1 1 0р, ОКТ Еды ‚1 9? и, ‚20, 
‘г "Га г 09 г (1-а} ^ 09 д? гог г? 009? г? г? 00 ' 

















и ди иди 2иу и 2иу 
ещо ни ме |2 к : 














0 7-00 0 ро т’ 0 
ди, 10 и, -о, д°Ф, ‚10%, , 1 0°Ф, __^, 0, 
де г 00 г 9г? гг г? 06? г. бР 
2 2 
225 108 108 __№0Е. (10) 
07? гг г? 00? га 
Граничные условия запишем в виде: 
и ‚ (а) =0, ц, (а) =1, и ‚(а)=0, № (1)=А, № (1) =0, 
и (И =-ф(1-а)Ф, (1), (1) =0, и о а), $, (1)=Р, (0, 
Фо (В,) = А, (В,), Ф (В, = © (В), Фо (Вь ) = ра - Ра, М(Вь) = с (11) 
и, (а, 0) = -т6, и, (а, 9) =-и, (а о и 9) =-и,, (а)асоз0, 
и/ (1,0) =0, и, (11а) =-+(1- в) 52 +4 (1-а)Ф, (1]п' 0$0, 
=1 
ОФ, : 
и, (1,а) =-ф(1-а)—* 59! ‚ Р (1,0) =Ф, (1,0) =0,- (В,,0) =а, со$@ + В, те, 
Ф, (В,,9) =^ (8В,,0), Ф, (В,,9) = ^/(В,,0). (12) 
Г. Г. АБ мк 
Здесь В, =1+-№, В. =1+—, ф= „во 
| И (6-а} 


Исходя из вида граничных условий, решение системы (10) для первого приближения бу- 
дем искать в виде: 


и =и (г) со +, (г) тб, и, =ц,, (г) с0$ 9 + ци, (г) 6, 
и =и/ (г) со$9-+ии,, (г)эт@, Р =Р, (г)с0$0+Р, (г) те, 
и =и, (г) 05 9 + и, (г)зтб, Ф, =Ф,, (г)с0$0 +Ф,, (г) т6, 
Е =Е, (г) со50 +, (г) эт6. 
Подставляя выражение (13) в уравнения (10) и граничные условия (12), получим: 


" 1 , 2. 2 1 , В. ' , \ 2% 
и + и 2 и: 2 Ч? = 2 Р:: +ке 1 + Чои 1 + — Ир = Ч: ' 
Г Г Г (1 = а) Г 


(13) 
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2 1 | , : 4 2% 
И) +— Ч: — И? — И: м: 2 Р. +Ве ИоИ12 + Чо - — Ч: - Ч: |, 
Г Г (1-а) Ё Г 
2 1 1 у и у 
и +2 и = РР, +Ве | щи, +1, +4, +“. +- и 
1 11 Зы (а? ^ 12 091 И и 
ие 2 ей ь Тр +Ве| ии", + И! и + + 
о ао а а] Е 12 12 р ее 
" 1 , 1 , , 4 
И +-И - >И: = Ке Ио! + Иа + ИИ: |, 
Г Г Г 
" 1 ’ 1 ’ ’ 4 2 
И/ 2 И м = Ке | И‚и> + И, + И + АИ И/, |, 
1 и: 1 и 
и ++ =0, 4-2, +-В =0 
Г 8 а в , 
1 1 А 1 1 А 
Фи, + ро ‚Фи = - и. ‚ Ф, +-Ф,, - —Ф., = -ФЬ. (14) 
Г Г Г Г 
па) = 0-0 Е ч,, (а) = -, (а)а, 


1 
гы (9 0, и’, (а) = ии, (а)а, и’ (а) =0, 
ии (1) =-+(1-а)Ф, (1)- (1-а)ц, (1) п”, ц. (1) =-ф(1-а)Ф,, (1), 
ч,: (1) =-+(-а)Ф,, (1), ч, (1) =-(-а)Ф,, (1), 
и’. (1) =0, и’, (1)=0, р, (1)=0, р, (1)=0, 
Ф., (1)=0, Ф,, (1)=0, А: [В =а (В) =, 
ЕР: (В,) ыы Ф,, (В,), Е (В,) — Ф,, (В,), Ра (В,) = Ф., (В,), Е (В,) = Ф,, (В,) . (15) 
Заменяя в выражениях (9), (11), (14) и (15) производные слагаемые конечноразностными пред- 
ставлениями, получим систему алгебраических уравнений, которая решается методом Гаусса — 
Зейделя. 
Определение основных рабочих характеристик подшипника. Определив поле скоростей и 
давлений в смазочном слое, можно перейти к определению основных рабочих характеристик 
подшипника. Для составляющих вектора поддерживающей силы К, и К), а также для момента 
трения получим следующие выражения: 
=пура?ЬО/ =пура?6О/ 
о ИНВЕА Е „ (а), 8 Я ы (а), 


ЕЕ 
м си о) 


(16) 


т Ь а 


Основными рабочими характеристиками рассматриваемого подшипника являются: коэффициент 
нагруженности с, коэффициент сопротивления вращению &, коэффициент трения Ё Они опреде- 
ляются по формулам: 


м(1 г Е - 
= ‚ М= |2 +82, Е= =>. ТЯ 
- о А т ны, 1-а с чй 


Кроме того, параметрами рассматриваемого пористого подшипника, влияющими на его работо- 
способность, являются: 

— постоянная проницаемость стенки вкладыша, прилегающей к смазочному слою (характеризует- 
ся параметром 4); 
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— радиальный относительный эксцентриситет =" = Г. ; 
а 


— параметр п’ё, обусловленный переменной составляющей проницаемости в окружном направ- 


лении; 


ы ь +в 
— толщина вкладыша, характеризуемая безразмерной величиной В. = Г. : 





2. Й 
— отношение толщины пористых слоев г 
1 


| 
— длина подшипника / характеризуемая безразмерным параметром у = р р 


— параметры ро, р,, а,, ,, обусловленные наличием давления питания; 

— число Рейнольдса (Ве); 

— параметры Л, и ^Л»›, характеризующие распределение давления в радиальном направлении в 
пористых слоях. 





10° 10° 10° 10 | ‘и 


Рис. 2. Зависимость коэффициента нагруженности от параметра ц: Л, = Л, =О; а=0,998 ; р, -р, =0,5 ; В» = 1,6; 


1—у= 0,5; 2 — у = 1; сплошная линия — Вл = 1,1; пунктир — В1 = 1,2; пунктир с точкой — В! = 1,4 


27 


1-а 


10 





—3 —2 —1 
10 10 10 1 у 


Рис. 3. Зависимость коэффициента трения от параметра ф: Л, =Л, =0; а=0,998 ; р, -р, =0,5 ; В» = 1,6; 


1—у=2; 2 —у = 0,5; сплошная линия — Вл = 1,1; пунктир — В1 = 1,2; пунктир с точкой — В! = 1,4 
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—2 ра 


—3 ь 
10 10 10 1 ы 


Рис. 4. Зависимость коэффициента сопротивления от коэффициента проницаемости: Л, =Л, =0; а=0,998 ; 
р. -рР, =0,5 ; В = 1,6; 1—у=2;2 —у= 13 —у= 0,5; сплошная линия — В! = 1,1; пунктир — В+ = 1,2; 


пунктир с точкой — В; = 1,4 


Заключение. Результаты численного анализа, приведённые на рис. 2-4, показывают следую- 
щее. 

1. При значении параметра # ==, т. е. в случае, если проницаемость пористого слоя по 
окружности меняется по тому же закону, что и форма смазочной плёнки, подшипник по несущей 
способности обладает свойством подшипника двойного действия. 


2. При Л, =Л, =0, т. е. в случае однослойного однородного пористого вкладыша в зави- 
симости коэффициента нагруженности от параметра с при значениях у <1 наблюдается ярко вы- 
раженный максимум при ф=10`". 

3. При Л, =Л, =0 и у>1 с увеличением значения параметра ф значение коэффициента 
нагруженности уменьшается. Наиболее резкое снижение значения коэффициента нагруженности 
наблюдается при ф =103. 

4. При Л, =Л, =0, уе [1; 2] с увеличением значения параметра ф значение коэффици- 


ента трения увеличивается. При этом резкое увеличение коэффициента трения имеет место при 
значениях ц > 10-3. При значениях щ < 10-3 коэффициент трения практически остается постоян- 
ным с увеличением параметра ф. 

5. При Л, =Л, =О; у = 0,5; Ве [1,1; 1,2] в зависимости коэффициента трения от пара- 
метра ф наблюдается ярко выраженный минимум при ф = 1. 

6. Расчеты показывают, что при Л, * Л, , т. е. в случае двухслойного пористого подшип- 


л в т в 
ника, при значениях ги < и т. > 1 подшипник обладает более высокой несущей способностью, 
1 и 


К в 
чем при — >1и -2 <1. 
^, В, 
7. Приведённые выше (в пунктах 1—5) выводы остаются в силе и при Л, + Л», т. е. и в слу- 
чае пористого двухслойного подшипника при непрерывном изменении проницаемости пористых 
слоёв в окружном и радиальном направлениях. 
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Таким образом, на основании вышеизложенного можно сделать следующий вывод. При 
учёте анизотропии проницаемости пористых слоёв в окружном и радиальном направлениях мож- 
но обеспечить повышенную несущую способность подшипника при достаточно низком значении 
коэффициента трения. 
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ОЕЗТСМ МООБЕЁ ОЕ РОЧВЕЕ-ГАУЕК РОКОЦ$ ЕТМТТЕ-ГЕМСТН ВЕАВТМС \/ТТН 
ВЕСАВО ТО АМТ$ОТВОРУ ОЕ РОВОЦ$ ГАУЕВ$ АМО МОМЫМЕАВ ЕАСТОВ$” 


А. С. Егкепо\, М. А. МиКикад?е, У. $. Моудогодо\ма, Т. $. СпегКазоуа 


Тре азутрюйс 5о/ивоп ю те ргоМет оп те пуадгодупати/с сасшайоп оЁ {те рогоиз аоиЕ-Евуег габа! Етйе- 
епоЁёй Беаппд /5 ргомаеа оп {Те ессеттсйу гайо 1еуеб. Тре зо/ийоп 15 Базеа оп Ви! поп/теаг Мамег—юоКез 
едиайоп5, апа оп Рагсу5 едиаНоп. Тйе @5ИпсНоп оЕ {те зиддееа аея/дп тодеЕ! 15 {па # а!ои/з Гог пе регтеа- 
Бу агизоЁ гору о! 1е рогоиз [ауегз, ап ауайа Бу оЁ а дгеазтд 5оигсе. А сазе и/пеп дгеазта Юго деЁ 
{ргоидр рогез о! ап ехегпа! рогоис !ауег 15 сопз!Аегеа. А уеосйу апа ргеззиге Пе т ве 1ибтсапЕ апа рогоиз 
[ауегх 15 Юипа, Аз а гезш, апа/уйса! ехргез5опз Гог {пе тат регогтапсе (а о! {те Беаппд аге обеатеа. Тве 
еПесЕ оЁ те регтеа Бу апогору оЁ рогоиз !ауег5, поп/пеаг ГаСюг5, аз ИЕ! аз {Те тПиепсе о! а дгеазта 
50игсе оп {Те Бахс регогтапсе свагасетеНс$ оЕ те Беаппд аге ема/иае4. 

Кеуигога5: доиМе-вуег Беаппд, регтеа Шу аги/зоору, Беагпа сарасйу, Ейсвоп Гогсе, оайта соей«септе #/С- 
оп а&огЕ 


* Тне гееагс {5 аопе мт {Пе #тате оЁ {Не паерепдепе В&р. 
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ 


УДК 621.825.54 ООТ: 10.12737/3519 





Точность срабатывания адаптивной фрикционной муфты с раздельным 
силовым замыканием” 


М. П. Шишкарёв, А. Ю. Угленко 


За счёт раздельного силового замыкания пар трения основной и дополнительной фрикционной группы вы- 
явлена возможность увеличения коэффициента усиления обратной связи и точности срабатывания адаптив- 
ной фрикционной муфты. Нагрузочная характеристика адаптивной фрикционной муфты представлена в 
форме кривой, монотонно возрастающей в полном интервале изменения величины коэффициента трения. 
Полученные результаты по трём вариантам варьирования переменных величин параметров адаптивной 
фрикционной муфты показали, что для достижения наибольшей точности срабатывания муфты с раздель- 
ным силовым замыканием, выполненной по второму варианту, необходимо принимать максимально возмож- 
ное число пар трения основной фрикционной группы и максимальную величину коэффициента усиления. 
Ключевые слова: адаптивная фрикционная муфта, точность срабатывания, коэффициент усиления, фрик- 
ционная группа, раздельное силовсе замыкание. 


Введение. Ранее было установлено, что повышение точности срабатывания адаптивной фрикци- 
онной муфты (АФМ) второго поколения принципиально возможно только за счёт увеличения ко- 
эффициента усиления (КУ) обратной связи. В базовом варианте АФМ второго поколения увеличе- 
ние КУ, по условиям работы, невозможно сверх некоторой предельной величины [1], что ограни- 
чивает точность её срабатывания. Разработка теоретических предпосылок использования в АФМ 
второго поколения раздельного силового замыкания пар трения основной фрикционной группы 
(ОФГ) и дополнительной фрикционной группы (ДФГ) выявили возможность увеличения КУ. 

В работе была поставлена задача изучения влияния конструктивных параметров на точ- 
ность срабатывания АФМ второго поколения с раздельным силовым замыканием при реализации 
нагрузочной характеристики в форме кривой, монотонно возрастающей в интервале изменения 
коэффициента трения. 

Решение задачи. Исследуем влияние параметров АФМ на точность её срабатывания. Объект 
исследования — АФМ второго поколения с раздельным силовым замыканием показана на рис. 1 в 
виде принципиальной схемы. 





Рис. 1. Принципиальная схема АФМ. 


* Работа выполнена при финансовой поддержке «АСП-Композит». 
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Две соосные одна другой полумуфты 1 и 2 кинематически связаны между собой фрикци- 
онными группами: 

— ОФГ, состоящей из дисков 3 и 4, а также нажимного диска 5; 
— ДФГ, включающей нажимной диск 5 и диск 6. 

Тело качения 7, входящее в состав управляющего устройства (УУ) обратной связи, распо- 
ложено в скошенном гнезде, выполненном на торцах нажимного диска 5 и упорного диска 8, за- 
крепленного на полумуфте 1 (сечение АША). 

Общее силовое замыкание пар трения ОФГ и ДФГ осуществляется пружиной 9, передаю- 
щей усилие через упорный подшипник 10, а силовое замыкание пар трения ОФГ — дополнитель- 
но пружиной 11, опирающейся справа на жёсткий упор 12. Слева, между нажимным диском и 
пружиной 11, поставлен упорный подшипник 13. 

Таким образом, пары трения 3-4 ОФГ замыкаются усилиями пружин 9 и 11, а пары трения 
ДФГ — только усилием пружины 9. 

Используя известную из работы [1] формулу вычисления величины вращающего момен- 
та АФМ, запишем выражение для определения коэффициента точности исследуемого варианта 
муфты [2]: 

Зы [2 (1+7) +2, 1-С" =) [1+ (2-1) 





„= : (1) 

Ри [2 (1+7)+2, (1-С)[1+0„ (2-1) 
где !„, Ё„ — соответственно минимальное и максимальное значения коэффициента трения; 
2 — общее число пар трения ОФГ; 2, — число пар трения ДФГ; п — коэффициент: 


п=Е„/Ё,; Е, — сила натяжения пружины, осуществляющей замыкание пар трения ОФГ; 
Е, — сила натяжения пружины, осуществляющей общее замыкание пар трения ОФГ и ДФГ; 


С — КУ муфты. 

Точность срабатывания адаптивных фрикционных муфт второго поколения в основном 
оценивается коэффициентом точности, представляющим отношение наибольшего и наименьшего 
крутящих моментов, при которых возможно срабатывание (2): 

Т. 


К, = "к. 2 
‚= (2) 


шт 

Чаще всего, коэффициент точности больше единицы. Желательно, чтобы он был ближе к едини- 
це, так как в этом случае адаптивно-фрикционная муфта работает более надёжно и качество за- 
щиты выше. 


Анализ соотношения (1) показывает, что величина К’ зависит от параметров 2, 2,, пис. 
Приняв в качестве аргумента параметр С, исследуем влияние на точность срабатывания 


АФМ остальных указанных параметров. 
График функции К, [С при переменной величине 2 приведён на рис. 2. 


К. 


т 


1,8 2=2 





1.6 

1,4 2=4 

1,2 7=6 —_—_ 
рии 


-- 5 6 Е 


Рис. 2. Зависимость коэффициента точности срабатывания от КУ С при п = маг 
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Он построен на основе формулы (1) по следующим данным: Г, =0,1, Г, =0,8, п=10, 
2, =1. Кривые 1-3 построены соответственно при 2 =2; 4; 6. 


Анализ графиков показывает, что: 
— для всех кривых величина К’ уменьшается, приближаясь к единице, при увеличении С; 


— для одинаковых значений С величина К’ уменьшается при увеличении параметра 2. 
График функции К, (С) при переменной величине параметра 2, показан на рис. 3. Кри- 


вые 1—3 построены по следующим исходным данным: №„ =0,1; Ё„ =0,8; п=16; 2=6. 





4 5 6 7 $ 9 #& 


Рис. 3. Зависимость коэффициента точности срабатывания от С при 2, = уаг 


Кривые 1-3 построены соответственно при 2, =2; 3; 4. 


Анализ графиков показывает следующее: 
— для всех кривых величина К, уменьшается, приближаясь к единице, при увеличении С; 


— параметр 2, слабо влияет на величину коэффициента К’, (кривые 1-3 практически сливаются в 


одну общую кривую на поле графика). 
График функции К, (С) при изменении величины параметра пл показан на рис. 4. 


К 


т 


р ни 
п = 16.17.18 





с тео 


Рис. 4. Зависимость коэффициента точности от С при 2, = уаг 


Кривые 1-3 построены по следующим данным: Ё„ =0,1; Г/„=0,8; 2=6; 2, =2. Кри- 
вые 1-3 построены соответственно при п =16 ; 17; 18. 

Анализ графиков показывает, что: 
— для всех кривых величина К, уменьшается, приближаясь к единице, при увеличении С; 
— величина л слабо влияет на величину К, (кривые 1-3 практически сливаются в одну общую 
кривую на поле графика). 

Сопоставление графиков на рис. 2 и рис. 4 показывает, что для получения наибольшей 


точности срабатывания АФМ с раздельным силовым замыканием необходимо: 
— принимать максимально возможное число пар трения ОФГ и величину С’; 
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— назначать величины параметров 2, и п в зависимости от требований конструктивно- 


компоновочного исполнения принципиальной схемы АФМ и достижения её оптимальной нагру- 
зочной способности. 

Результаты исследования могут быть использованы при расчетах и проектировании АФМ вто- 
рого поколения с раздельным силовым замыканием для повышения её эксплуатационных харак- 
теристик. 

Заключение. 

1. Наибольшее влияние на повышение точности срабатывания АФМ второго поколения с 
раздельным силовым замыканием оказывает число пар трения ОФГ и величина коэффициент уси- 
ления С. 

2. Параметры 2 (рис. 2) и п (рис. 4) не оказывают существенного влияния на точность 
срабатывания АФМ. 
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